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Apresentacao 


Aqui está um manual onde o aluno deve trabalhar muito com Matemática. 
Pretende-se uma auto instruçao através do trabalho contínuo e gradual, a partir 
de exercícios sempre muito simples, porém numerosos. 

Pode-se perceber que a gradação permite que o principiante faça todos os 
exercícios, bastando apenas que trabalhe com seriedade e leia o texto. O trabalho 
destinado ao aluno e que convencionamos chamar-se FAÇA VOCÊ, deve permitir 
a interiorização do conhecimento assim como os primeiros mecanismos de fixação 
do aprendizado; essa fixação é reforçada por séries de EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
ao final de cada capítulo. 

Trata-se, como se vê, de um esquema que permite o progresso do aluno, 
mesmo quando o número de aulas semanais é reduzido — três ou quatro por 
exemplo, — pois a independência do aluno em relação ao professor pode tornar-se 
bem maior em textos desta natureza. Neste caso, o mestre é antes um orientador 
de uma oficina de trabalho do que o magister a ensinar pormenores. 

São 93 seqüéncias do tipo FAÇA VOCÊ e 62 seqüéncias de EXERCÍCIOS 
DE REVISÃO. Com este trabalho espera-se proporcionar oportunidades para que 
o aluno atinja o mínimo de suficiência desejada a um curso de 2º grau. 

O FAÇA VOCÊ poderá ser feito no próprio livro quando o espaço deixado 
o permitir. Todavia um bom caderno é sempre melhor solução. Esperamos 
contribuir desta forma para que os cursos que contam com alunos de nível pouco 
satisfatório, possam progredir o suficiente a. partir de exercícios muito simples — 
algumas vezes até banais — e chegar ao indispensável para um curso de 2º grau. 

Os autores agradecem antecipadamente pelas sugestões ou críticas constru- 
tivas. 
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capítulo CONJUNTOS 


1. CONJUNTOS DADOS POR UMA PROPRIEDADE 


1.1. Você tem a seguir alguns conjuntos dados pelos seus elementos: 
A = 10, 1, 2, 9, 4, 5] 
B 10,2, 4, 6, 8, 10, 12] 


С = {а, е, 1; o, uj 
1- 2 3 4 5 
D 19 eg c Too agem } 


que podem ser escritos através de uma propriedade característica de seus elementos; assim os representamos: 
А ={х|хЄЇМ e x < 5} 
B 


(xix € N, x é par e x < 12} 
С = {х|х é vogal do alfabeto latino] 


n 
e 
Em N} 


D = {хіх = (-1)* 


1.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 1 


Escreva, através de uma propriedade, os seguintes conjuntos dados por seus elementos: 


а) A=11,3,5,7, 9) f) F = Í1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729) 
a 2, \ 

А = 4.2. l. x € Nox S km ba. e Xx S. A. O = 35.6. Y £. 3. EN y 
b) B = {2, 4, 6, 8, 10, .....) O Gw 15,10, 17, 24; 31,38, 4] 

Bei Ге N LEAL das GS LXLXz 3 Уа Є N y 
с) С = {3, 4, 5, 6, 7, 8) b) H = 12, 12, 72, 432, ....) 

cs Д.Е N l! SS x< 3 Row qw c Heil нобе е ЕМ I. 
d) D = (1, 2, 4, 8, 16, ....., 256) D 1 11,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64] 

D = 1. e 2. e z. OQ S. n... Z me N) I-125 1 X = A E € N. } 
вў Es 15, 7,11, 13, 17, 19.23...) j) Y = [-4, 3 5 51-00 623,5, 4) 

E = 12) ES X =) AA, A e. preme ЖӨ. ЭШЕК. X Z... ) J = LX. t S 4 seios os ASA «uj. 


1.3. Também é possível o caminho inverso, ou seja, dado um conjunto por uma propriedade, escrevë-lo pelos seus 


elementos ou em extensão: 


Veja: 
a) А =1fxIx=2p+3, p€ N e p< 5) 
Аа (3. 5, 7, 9, H, 13) 


1.4. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 2 


Escreva os seguintes conjuntos,através de seus elementos: 


a) A =1ÍxIx € N e x < 7) 


b) В = {хіх = 2р +1, pEN e р< 5) 


x= 
Ш 
и 
m 
ul 
ә, 
L 
€ 
n 
— 
- 
hr 


k 


)C€síxixe C1), к e КЕМ) 
C 


d) D = {xlx2? -9 = 0 e xEN} 


е) Е = {х1х2-9-0 e xez) 


A tenpe inelenernsenerrnrerssernrnnennnennnnnnnnrenennnennnennennernnenseraneenene 


b)B-í(xx€Z e -2<x<4} 
в = (2: 60125 539 


f F=(xlx=2:3 e n € ND 
F = Í L e. 13,54 


Uf Т ЕЕЕ Rem ТАТ 


g) С = (xIx E N} 


H = To e RE L —————— 


D1Ies(xixeze-«x«s5) 
AAA AM m dna 


2. UNIVERSO — SENTENCAS NUM DADO UNIVERSO 


2.1. Considere o conjunto U que será o universo ou o conjunto universal das sentenças que proporemos a seguir: 


U a 10. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; 8) 


e as sentenças 51, 52, $3 е sa, onde x € U: 


ss 2x10 

835 2X > 15 = 10 

$4: xº-5x+6=0 

sa: *=1=(x+1)(=1) 


Pergunta-se: 


a) Todo elemento de U satisfaz s,? 
b) Existe algum elemento de U que satisfaz s,? 


c) Existe um e um só elemento de U que satisfaz s,? 


ou simbolicamente: 
а) Vx € U>2x - 12 = 0? 
b) Jx € U | 2x - 122 0? 
сб) Ax € U | 2x - 1220? 
é о quantificador universal 
Sé o quantificador existencial 


Veja: 


( significa todo ou qualquer que seja) 
(significa existe) 
(lsignifica existe um único) 


s: 2x-12=0 => 2x=12 © x=6 e 6€ U portanto, existe um único elemento de U, que 


satisfaz sı. 


ou: — 
lx € Ul2x-12=0 


Pergunta-se: 
a) Todo elemento de U satisfaz sj? 
b) Existe algum elemento de U que satisfaz s,? 
c) Existe um e um só elemento de U que satisfaz s,? 
ou simbolicamente: (complete você). 
a) M... xe MU... = 2х - 15 = 0? 
b) IME 1 2x = 15 mo? 
€) Al... s s. M. l тдан A 
Veja: 
$: 2х-15=0 e» 2x- 1$. — х= 15 е 7,5 €U portanto, não existe nenhum elemento 


де О que satisfaça s;. 


ou: 

Pergunta-se: 

a) V x € U=x2 - 5x + 6 = 0? 

b) 33x € UI х2 - 5x + 6 = 0? 

c) Jlx € U | x? - 5x + 6 = 0? 
Veja: 

2€U 

5з: X^-5x* 6-20 < к= E q. ou х= 19 Сезен РЕ 
portanto: 

Pergunta-se: 


a) S x € Ú= x° - 1 = (x+ 1) (x= 1) 
b)=lx € Ú | х2 = 1 = (x+ pG = 1)? 
c) alx € U | x° - 1 = (x + 1) (х- 1)? 


Veja: 
š 2 X fuss E 43 a9. 4 = gt 
$4: х 1 =(x+1)(K-1) € x2- pex <> 0=0!! 


D 


Teremos que verificar um a um, se os elementos de U satisfazem $4: 


x=0 == 0 -1=(0+1)(0-1) © -1-21.(1) e -1=-1 (verdadeiro) 

x=1 == di-l1-C(Lh*0)Ch-) = 1-4 -2. 09, = 0= Q, (verdadeiro) 

x22 = ¿il (L110(2- 0) 4-1 23.1, 4 3=3 (verdadera 
х=3 = 3º 1: (3:D009-0) 9-1 24. & tt фар _ (rerdadecro) 
x=4 == АУ Js(44 DC Des de 1 = 5.3 ж» 15=45 — Geecdadecrol 
x=5 = 5—1] 151 1)(5- 1) 9 25-1=6.4 € 24=24 — (rerdadecro) 
x= 6 == "=. = (G+ })(Ь-1)#=Ф36-{={.5 €9 35 = 35 (verdadeiro) 
x= 7 — us L a AAA Des 4321 = q o € 49-49 (verdadeiro) 
x= & == P*-1=(0+1)(9-De>64-1=9.y €* 63=63 (verdadeiro 


Observação 
As sentenças 1, S2 € ss chamam-se equações em U, pois são igualdades e: 
s: У=16} 


s: У = 5 
s: У = {2,3} 


A sentença są chama-se identidade ет U, pois é igualdade e: 


&: Vx10,1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) => 


Dac 


2.2. FACA VOCÉ: TAREFA 3 


1. Complete as sentenças com o quantificador conveniente: 


аў Ае {2, 5, DE 41] 3. Idem, para: 
Mo x € A =. х é primo U-R 
Hw. M | |... é par $$ X122 


s2: x2- 1 = 0 
s3: x2 t1 - 0 
зд: x? - 5x + 6 = (x -2) (x -3) 


b) А = {1, 2,3, 4, 5, 6) 
d x€A |. x é múltiplo de 3. 


sy хе. X 8 Xem ACA. 


5 
15 x€A |. x é maior que 7. VERSO Ee. é олса ыс к 
«al. X EA „l... x é menor que zero. ею k'a Te Yu U u. 
Jod xeu E uu. а Skuad 


4. Idem, para: 


У = 2* 


si: х2 - 5х + 6 = 0 


Observação: aM x€ U > 
Quando se aplica Yx, sempre decorre o “implica que” > bã xeu | 
Quando se aplica ix, sempre decorre o “tal que” | 


gdlxeu | a ar + 
2. Dados: VÁ х ЄЧ | 
О = IN 
si x +6 = 11 


5. ldem, para: 
О = {0, 1, 2, 3, 4, 5} 
бүз x & 10 
$55 X + 8 = 2x 


52: x*l-l 

$3: X é par 

$4: X2 + 2x + 1 = (х+ 1 
$3: а+х = a, coma € R 


sa; Q < x < 4 


Complete as sentenças seguintes, com sy, $2, $3 OU sa, 
de modo a torná-las verdadeiras: 


eres X RXtibmd etd. jV xeUs, X € E 222 
CE NON omm „єрт D4 € 4 ATT A 
© кеш! Eft SAL eec Экеу а E e A V 
Фй хє! ET b ANE jo КИЕ nC ON DE AA 


4 


6. Seja U = {0, 1, 2, 3; 4, 5; 6, 7, 8; 9, 10) 
Assinale com V ou F, cada uma das seguintes sentenças, conforme sejam verdadeiras ou falsas: 


a) Y x€ U= x< 10 (v) Y xEeUuU=>x+1€U (€) 
b) 3 x € U | x é primo Cv) p V xEU>xEN (ү) 
с) dlxeu | x é par (Е) ЮЭ хє | 2x€ U (v) 
d) Ilx € U | x é múltiplo de 10 Се? р Эхєоіх-6= 2 (у) 
e) Á x € U | x é ímpar CF) m lx EU IZ EN (F) 
N3x€U|x eu (ү) п хєоіхжм (v) 
9 lx EU | x? EU (F) o fxeulx«iseu v) 


h) lx EU | x = 2? para algum n € IN( £) 


2.3. Vamos escrever sentenças matemáticas em linguagem simbólica, usando os símbolos: 
+ : denomina-se: quantificador universal 
significa: qualquer que seja 


3 : denomina-se: quantificador existencial 
significa: existe 


3 : denomina-se: negação do quantificador existencial 
significa: não existe 
dl: denomina-se: quantificador existencial particular 
significa: existe um único 
> : denomina-se: implicação simples 
significa: implica que 
<>: denomina-se: dupla implicação ou equivalência lógica 
significa: se e somente se ou é equivalente a 
Dado como universo U, o conjunto Z, dos números inteiros, ou: 
Usdei..g-3,-5,23,0 1 2 3) 
e a sentença: 
S: 2x + IO < 20 
Veja: 
2x + 10 <20 e 2x € 40... im x Sobra 
portanto, para sı: 
DEL. TT , A, 3, 22, -1, 0, 1, 2, 3, 4) 
ou V-(íxixeZ e x« 5] 
Diremos simbolicamente: 
31 x € U | 2x + 10 < 20 


Seja agora a sentença s,, ou: 

$$; 2х+ IO = 15 
Veja: 

5 5 

2х + 10 = 15 < 2х= da e x= Y... e; gU 
portanto, para sz: 

У = 6 
Diremos simbolicamente: 


3 xe Ul2x + 10 = 15 


2.4. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 4 


Considere U = Z е escreva simbolicamente а sentença 
correspondente ao conjunto verdade de cada sentença: 


a) s: ХЕ D = 2k 3 


x+ = & Xx-2<=* -x = Ҷ 4 x= Ч 
LES С S AP 

portanto: 

a s xau PES k аан 

b) s2: (x+ 1) (х- 2) = x?-x - 2 

x*-*X-2 z W E E 

Ve Mos O 

portanto: 


C) 53: x?*2x +1 < 0 


x^ Ax $ < O 9% х = x 


qr ы а 


portanto: 


3. OS SUBCONJUNTOS 


3.1. 


е os conjuntos determinados pelas sentenças: 


d) s: 2х2 - 7x + 3 = 0 


e 


= 


0 


8 


= 


wer MN 

o 97 5. ERA i 

portanto: 

P LN G X. l PAE A 


ss: X + 1 > 2x 
х+\1>%хХх=+^-&&х >-1 = x< 1 
Ve $a аЙ sa =Z C d. 
portanto: 
ECKE ДА Л ж paq p AA 
$g: X = 3x tl 
х= 3 x + 4 Rika d == X, =-W 
Ve. de M A 


portanto: 


А е | ж Елу ү come V 


57: (х + 1)? - 2х = х2 + 1 


CELE Жой é x" edem хк + À 


Ne, sr LT. 


portanto: 


Consideremos como universo o conjunto N dos nümeros naturais, ou: 


U = N = (0, 1, 2, 3, 4, 


sı: О conjunto A dos números naturais pares 


А = {0, 2, 4, 6, 


s2: О conjunto B dos números naturais ímpares 


B = (1, 3, 5, 7, 


s3: о conjunto C das metades dos números naturais 


ОР Р ЗИС 


С = (0, `5» 29° sse 


7 


ss: o conjunto D dos números do tipo x = 2a + 3, com a € IN. 


Delia .t.. 


E a A Т. 00А 


ss: о conjunto E dos números do tipo x = 2a + 1, com a € Z. 


Veja em E teremos: 


a = -2=> x = 3 dit 
a = -l= x = -l ia 
a = 0 = x = 4 


1 == x 


2== x 


"£f I 


portanto: 


onde: 


A é subconjunto de U 
MxCAÀ- xcu ou 
A está contido em U 


B é subconjunto de U 
¥x E B = xcu ou 
B está contido em U 


C não é subconjunto de U 
JxeCixgU ou 
C não está contido em U 


D é subconjunto de U 
м: fx €D. us x € U ou 
D está contido em U 


E não é subconjunto de U 
ou 
E não está contido em U 


Como: 


A está contido em U é equivalente a U contém A. 


também se representa: 


e pode-se então definir: 


3.2. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 5 d) D 


(xeul-3«x«1) 
К.Ж S Lb S A OR 


g 
" 


Dado U = Z, determine os subconjuntos de U, definidos 


pelas sentenças: e) E 


{x € U|3x = 5x - 1) 
a) A = {x € Ulx é igual ao seu oposto) Z 


Е EAR PP ыла акыны дайда Ga aw ua wiy йара RD E 
isto é: 
La ex X 2 o0 Es: f) F- (x€Ulx = 2p+ 1, p€ N) 
NC UN SERE Е = КОС IE PE 100. A, SMB АЛЫР 
portanto: Ax S. 
À = í. Q...) g) G = (x € U|x2 < 0) 
b) B = (x€ U|x2- 9 = 0) Ca De A nc e» 
2.920 (x, + x -5]:0€»X-3ouYX.--3 
x AED 1 E EA. Qu X. D H = [x € U|x2 - 120) 
portanto: Hsc x 2 n | 2 3 } 
_ P ML PA mue E S МЕР МЕ КИЛГЕН O, 
E ini бе. {ыык ' 
e) C = (x eulx» 0) i I= (x€ U| @ +2)2 - х2 = 4(x+ 1)) 
GI LEM 79 (0. y о акк a Qm EA A E 


Vocé obteve subconjuntos de U, determinados por uma propriedade. 


Observações: 


12) O conjunto vazio é um subconjunto de qualquer conjunto U, por definição. 


isto é: 
‚ qualquer que seja o conjunto U. (veja os exercícios e e g do item 3.2) 


23) Todo conjunto é um subconjunto de si próprio. 


isto é: 
|, qualquer que seja o conjunto U. (veja o exercício i do item 3.2) 


3.3. CONJUNTO DAS PARTES DE UM CONJUNTO DADO. 


Dado А = {а, b, c, d) 


a) Escreva os subconjuntos de A, que contenham um só elemento: 


A; = (a); A; = {b}; As=(.ç) e A = {A} 


As = {à Ð}; As = {а, ch A; = (a, Ad) Аз = (b, ©}; As = (..5.., d); 
Ajo = Ls „йы 


с) Escreva os subconjuntos de A, que contenham três elementos: 


An = as Da Wo An = (a, p 5 d); Ais = fa, с, A) Au = (b, G; d} 


Os 16 subconjuntos obtidos formam шї conjunto de conjuntos que se chama conjunto das partes de А 


e indica-se: 


РСА) = Lis], ADE, aet 


m ` {a, b, c, d), 1 J) 


Você pode ver que se A tem 4 elementos, ou seja, se n(A) = 4, o número de elementos de P(A) é 24. 


De um modo geral: 


3.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 6 


Determine, em cada caso, n[P(A)] e escreva P(A), onde 
P(A) indica o conjunto das partes de A. 


a) А={1} 
п[Р(А)] = 2" 


b Ax1L2) „ 


5 
— 
ja) 
ze 
> 
- 
= 
" 
~ 
" 
= 


P(A) = (í. Ф dap ETA sn A } 


с) А = {2, 4, 6} 
alal- $ 02-9 


Л К ...... Q... 0................... 


4. IGUALDADE DE CONJUNTOS 


4.1. Consideremos os conjuntos А е B onde: 


А = (0, 1, 2,3,4, 5, 6, 7, 8, 9] 
e 
B-í(xIx€ N e x< 10) 


É fácil ver que: 


МхЄ А = x€B; logo ACB 
е 


d) A = (1, 3, 5, 7) 


RA = $@ LA tak ASS aY ДА,А}, і) 
LE 21. Lara k. ro L аф... 
Куз, Hn k a w de n CN 
PERS ai. де, A dica йыш 


e) Ае {е2 =l. 0; 1,2) 
P(A) = nes тие REO dap TIL ART 
FX Y NN A dust bo le reas 
ATA o ү... жиги ded s Lo. dde 
o ad FERA бе А.а... 
Az A s ur уон ERA n 
ic Ñ qapa TAAR padya., 


simbolicamente: 


A=B e» АСВ e BCA 


Observe: 


1? La, b) = (6, a) 3.01. 2. S) = 15,2. 1) 
2. (a, a) = {а} 4, La, b, e; c) = (a, b, c) 
Portanto: 


a) Um mesmo elemento nào se repete num mesmo conjunto. 
b) A ordem dos elementos num conjunto não é importante. 


5. CONJUNTOS NUMÉRICOS 


Você já conhece os conjuntos numéricos fundamentais: 


IN = 00) 1,2, 3. .......... ) доз números naturais 
INF, 3. 4. ons ] dos números naturais diferentes de zero. 
Буй m oe 29,92; 1,01, 203) * А: ) dos nümeros inteiros 


Z* = (x € Zl x +0} 


с) Q = {хіх = com p € Z, q € Z* e p, q primos entre si) dos números racionais 
Q*-(xe€QIx + 0) 


Observe que: 


pois: 
a) todo nümero natural é um nümero inteiro. 
b) todo número inteiro é um número racional, isto é: todo número inteiro pode ser escrito em forma de fração. 


Veja: 


De um modo geral: 


Ma € Z, pode-se escrever: 


5.1. PROPRIEDADE DOS NÚMEROS RACIONAIS. 


Entre dois números racionais, sempre existe um outro número racional. 


a b € @ 


s tese: (Jc € Q tal que a< c <b 


hipótese: 


Prova: 


Consideremos a desigualdade a < b e adicionemos aos seus dois membros um mesmo valor; a desigualdade 
se conservará: 


ab & < b 
ar aspira a+b<b+b 

2a<b+a ücmpec озб 

j b+a atb 

a < 2 2 Жр; 
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então, podemos escrever: 


ш, =. € Ü 


é um número racional, isto é: 


a+b 
onde 5 
logo, Jc€ Qla < c < b, quaisquer que sejam a, b€ Q e a<b. 


É fácil ver como conseqüéncia, que: 


Entre dois números racionais quaisquer, existem infinitos números racionais. 


5.2. OS NÚMEROS IRRACIONAIS 


Num primeiro estudo, vamos mostrar que existem números que não se escrevem sob a forma T com p € Z. 


q E Z* e р, q primos entre si, isto é, mdc (p, q) = 1. 


O número v 2, por exemplo, é um deles. 
Suponhamos que v 2 possa ser escrito em forma de fraçao, isto é: 


V 2 = ri para algum p em Z e algum q em Z*, tal que mdc(p, q) = 1 


Provemos que isto é um absurdo: 
2 


у 2 "m nne € р? = 242 =» 


= р? seria um número par > р seria [ par |, pois se um quadrado perfeito é par, sua raiz também é par. 


Então p seria da forma: 
p = 2m, para algum m em Z. 


substituindo-se em p^ = 2q?, temos: 
2 2 
(2m) = бед... = Hm. = 29 = =m > 
= q” seria рак== q seria | par 


Mas se p e q são pares > p e q não são primos entre si, o que é absurdo, pois mdc (p, q) = 1. 
Logo У 2 não é um número racional, ou seja, V 2 é um número irracional. 
São irracionais os números: V 2, N/3, V 5, V 7, etc., isto é, raízes quadradas de números que não são 


quadrados perfeitos, são exemplos de números irracionais. 
Todo número irracional, escrito sob a forma decimal, apresenta infinitas casas decimais, e que não são periódicas. 


5.3. OS IRRACIONAIS E A RETA NUMERADA 


Vocé já sabe como localizar os números racionais numa reta numerada. 
Vamos localizar um número irracional, no caso, Y 2 , na reta numerada: 
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d = 12+ 1? = 42=2 <= d=V2 


-1 o т 79 3 4 5 


Assim como o número v 2 , todos os outros números irracionais podem ser representados na reta numerada. 
Do que se conclui!!! 


O conjunto que contém todos os números racionais e todos os números irracionais denomina-se conjunto dos 
números reais e indica-se por R. 
Simbolicamente: 


onde Q representa o conjunto dos números racionais e I o conjunto dos números irracionais. 


Você deve “aceitar” nesse nível de estudo que: 


5.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 7 


Coloque V ou F, conforme cada sentença seja verdadeira 


ou falsa: 

a YqEQ>qER (Y) 0 Vn€N >nEQ (F) 
bD)YXqE Q >q€ Z (F) h) 3x€ QIxEN (у) 
c м2 Є Z >z € N (f) i) NC R C ) (V) 
d Mn€ N2n€R (y) DREZ 6) (Р) 
e) Jjx€ RIxeZz (V) REDZ: (>) (ү) 
f) Vx€ Z >x€ R (y) DONER? () (F) 


5.5. SUBCONJUNTOS DOS REAIS 


Basta construir um quadrado de lado unitário e sua diagonal d terá medida igual a Y 2, pois: 


Vamos identificar alguns subconjuntos lineares dos números reais. São assim chamados porque sempre podem 
ser representados por subconjuntos da reta. 


5.5.1. INTERVALOS FECHADOS: [a,b] com ab € R е a<b 
[4 b] = {хє Rla& x< b) 
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cuja representação na reta numerada é: 


cuja representação na reta numerada é: 


——— sue M 
& 5 


5.5.2. INTERVALOS ABERTOS: Ја, bl com a bER e a <b 
la, Ы = {хє Rla<x<b) 


cuja representação na reta numerada é: 


TT Oa > _ 5 „ xx de b[ 
a b b É la, b[ 


Por exemplo, o intervalo ]-1, 4[ representa o conjunto: 
KER -1 x $ 4.) 


cuja representação na reta numerada é: 


— n —————————— 
-4 T 


5.5.3. INTERVALOS SEMI-ABERTOS (ou semi-fechados) 
a b € R, a< 


a) la, Ы = (x € R|a < x < b) 


cuja representação na reta numerada é: 


EB AL 


b € la, bl 


cuja representação na reta numerada é: 
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b) la, b| = (x € Ria < x< b) 


cuja representação na reta numerada é: 


5.5.4. INTERVALOS IRRESTRITOS 


ac R 


a) la, +œ) = (x € RIx a) 


cuja representação na reta numerada é: 


cuja representação na reta numerada é: 


—— —  —  —n—— yÁlyO bYS— í  , r v O T - x= 


а. 


cuja representação na reta numerada é: 


— n Ñ 
a 


cuja representagáo na reta numerada é: 
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5.6. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 8 


1. Represente na reta numerada cada um dos seguintes 
subconjuntos lineares: 


b) ]-1,5]={..жЄ R l - 1 < > < 5) 


2. Identifique os intervalos que estão representados nas 
retas numeradas: 


x 
im 
ad 

\ 
y 
^ 
< 
YN 
«n 
Ee 

T 
Cu 
T 
iu 
i 


Cox ER a x =... zas). 


с) —————— h... B 


а ДААНА 


7 
Cos E ЭКГ s (ms А 
о x——_—_ A — O v 
3 4 
La dada 
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6. OPERAÇÕES COM CONJUNTOS 
6.1. UNIÃO OU REUNIÃO 


Seja U um conjunto universo e, consideremos dois subconjuntos A e B de U: 


Chama-se reunião de 4 e Ba um conjunto 


С cujos elementos pertençam a pelo menos um dos 


dois conjuntos, isto é, os elementos pertençam a A 
ои а B. 


Indicase С рог А О В 
Podemos escrever: 


AUB=([xIxeA ou x € Bj 


Vejamos os exemplos: 


]l. A= T 1 2, 3, 4, 5, 8]; В = {-2, -1, 0, 17271 
5 


A O В ={2, T D, 1, 2, 3,4, 5, 6] 
2.A=[(x€ IR. s] s€ x & 5); B=(x € В|-3<х<4} 
AU B =? 


Façamos a representação de A e B na reta numerada: 


6.2. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 9 p QUI = R.. 
ю 14,3011, 7L» Lcd tl 


а E EAS = E "Er m NM 
Те y I 71014: 5] - 11 Д... 
a) А = (1, 3, 5, 7, 9); B = (0, 1, 2; 3, 4, 5) 
duse фа ЖАЦ КҮ m lo, sul, 31 1o, S.L. 
Е ce ee eee e A AA A — п) [з, 7] U La, 5] x _{-2, ES 
bAsí(xeNIx«10; | B- (1,2, 3, 4) 
- {хє NI = ° 0) A = (1, 2, 3, 4); =D 
AUB= E ¿AE И d РНЕК ausa E E E T ЖИНИНЕ 
¡o o Q B = {x € Z| -5 < x < -2) 
= s X -5S X < р) А = {-1, 0, 1, 2, 3) 
AWDABUS ч блк A 14 2£%)3.) 20 РОТУ +a 4-4. [A ES E 37 p 
x 
e) ZU Q = ..%.... б АЈА: A 
D NUQ=- Q 
S NUR- Ë ` ) ACB= AUB= BL, 
nmzur-= lv ) ADB= AUB= À. 
i) QUR- R u) AU U= М. 


6.3. INTERSECÇÃO 


Sejam A e B subconjuntos de um mesmo universo U. 


Chama-se intersecção dos conjuntos A e Bao 
conjunto С cujos elementos são comuns а А e B, 
isto é, pertencem a A e a B. 


Indicase С рог AN B 
Podemos escrever: 


A 


Vejamos os exemplos: 


А = {1,2,3,4,5}; В={-2,0, 2, 4} 
A ^ B = (2, 4) 


2.A-(x€ R|I3<x<5); B-(xeRli«x«4) 
A (yB 22 


Façamos a representação de A e B na reta numerada: 
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6.4. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 10 ITESM 
| p NAI- É. 
Determine A N B em cada caso: 
| k) Or i= Ó. 
a) Á = T1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}: В = {-3,-1, 1, 3, 5] »0[5elnlu4l- t2, Ч) 
Aba E E II ыд | jc т 
U m) TAB. L2 3).. 
b) A=(xENIx<10) B=(0,2,4,6) ny ls tn sa 3-4 LE 
anda Lo 2 H 64 2 Ü... maaa. n. и ш, аъ 
9 1-1, 5] lo, ТЇ = (0,5... 
)A-(x€NIx25); В = (0,1, 2, 3} p) А = (1, 2,3,4; В= @ 
ANB=.. $ P———————À P9 А е! Be (@. 
d NN Z= №. DAND- d. 
e) zn o=... І) АПА = A. 
0 Nn Ф= IN. 9 ААО = A 
g NOR- №. o ACB= АПВ= A 


u ADB= ANB=, Q 


6.5. OPERAÇÃO SUBTRAÇÃO 


Sejam A e B dois subconjuntos de um mesmo universo U. 


Chama-se diferença entre 4 e Bao conjunto 


С formado pelos elementos que pertencem a A, 
mas não pertencem a B. 


Indica-se С por А - B 
U Podemos escrever: 
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Quando ocorrer B С А o conjunto А - В denomina-se complementar de B em relação ao conjunto A,e 


indica-se: 
A-B=(,B 
Também indica-se: 
U-A=[,A = А 


е define-se: 
А = (xIX Z A) 


Vejamos os exemplos: 


]1.A211,2, 3,4, 5, 6); B = {0 52, 7j 
A = B = (3, 4, 5, 6) 


2. А = [-1,4]; В = [3, 5[ 


Façamos а representação de А е В na reta numerada: 


" al E (35 

| | | | 

| DE NE 
B ——————Ó———————— MÀ 
A-B I | " 


A-Bs(xe RI 2d < x< 3] 


6.6. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 11 


Determine А - B em cada caso: 


h) А = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}; B = (x € A|x é par) 


b CN ON ETE 
d А = {-1,0, 1,2, 3,433 B»11,3,5,7, 9 к 
Ачай. 421 9 A ms Ü A=[2,-1,0,1,2,3,4) В= (1,1, 3) 
M" Sl S A A. DE 
b A=(xENIx<7); В={1,2,3,4} 
TNCS A j А = 12,5; В=]2,5] 
pO + у оо 
©) А = {0, 2, 4 6, 8, 10h — B = 11, 3, 5, 7, 9) i 
А=В = MARRAS AA ins OU D ы О €, L. E 
d А = {1, 2, 3, 4, 5); В = (x € N|x < 10) D HTE E 
BB in E EA 
Т КК eae nas m) U = (x € N|x < 20); 
a A = [3 dj: BabA A = (0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20) 
А-В =... PR m Кэ нн ек E A= tA SS tS ИА Та 
f А = Ju s] В [3,5] п U = {хє21-4<х<5р А = {-1, 0,1, 2} 
А=В =]. OO cH —  —! кее е c M M» A 
р) А = ]-2,4]] B=[-2,3 o) U = (0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14); A = (0, 4, 8, 12) 
kar 4 M OP ыы ше ы ук AN E TE Ne II u E 


7. EXERCICIOS DE REVISAO 
SEQUÉNCIA 1 


1. Enumere os elementos de U е de seus subconjuntos А e B, 3 Serido U= (1, 2, 3, 4, 5, 6); de [2, 3, 5} è 
sabendo-se que: В = (1, 3, 5, 6), determine AMB е A-B. 
A = (2, 5, 9, 13, 18, 20) B - (2, 6, 18, 20} e 


AUB- (1, S, 6, 9, 13, 14) 4. Determine, gráfica e simbolicamente os conjuntos: 


a) [-3, 2] N Jo, 4] 
2. Determine os elementos de A e B, sabendo-se que: b) [1 +оо) U ]-3, 4] 
А = {f, g, h, i} 
A UB = {a, b, c, d, e, f} ©) Csa: pa al Petas 


A UB = (d, e) d) A; onde U = [2,7] е A = [3, 7] 


5. Sabendo-se que А = (5, 6, 8, 9% AN В = {2,4} e 9. Mostre com diagramas que, В СА = А СВ. 


A U B = (1, 2, 4, 7, 9} determine А, B e U. ! 
10. Sendo А = [-1, 3], B = ]1, 5], C = [0,9] e 


6. Sendo А = {6, 7, 8, 9, 10), B = {1, 2,3, 9, 10} e D = [5, 7[ determine (В - A) U O ñ O). 
АПВ = (4, 5), determine AUB. 


7. Sendo А = [-1, 4], в = ]o,7[ ec- [126] деиме SEQUÊNCIA 2.. 


а) (АЙ В) - C 1. Dados о universo U е o conjunto А С U, abaixo, determine, 
b) (B'Ó! ОА para cada caso, uma propriedade característica do gk 
8. Sendo A = [-2, 2L. В = [1,5[ e Gs 1, 3] determine: a U=N e A- (xix é número primo] 
b U= N e А={х|х=5К,КЄ N) 
a) Opa NC) с) U = {хіх é ponto do plano} е 
b) (A-C) U (BA C) А = {х |x é ponto de uma reta dada do plano] 
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capítulo PRODUTO CARTESIANO 


8. PAR ORDENADO 


8.1. Com os algarismos do conjunto (1, 2, 3), podemos formar os seguintes números de dois algarismos: 
11, 12, 13, 21, 22, 2%, 31, 32, 33 


ou seja, podemos considerar os seguintes pares ordenados: 


8.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 12 


a) Com o conjunto dos possíveis resultados na jogada de um b) Com o conjunto dos possíveis resultados do jogo de uma 
dado, moeda: 
5 mo. Б (cara, coroa) 
podemos considerar os seguintes pares ordenados que repre- podemos considerar os pares ordenados que representam os 
sentam os possíveis resultados para a jogada de dois dados: possíveis resultados na jogada de duas moedas: 
ü, D. 02, 20, 4.8, СА И мыл | 
(cara, cara.) (cara. coco 8.» (rara LA), 
20,0 @, С GR D ЕА ИО m fes ç 
(3, 1), (3.20. СЗ) (9 q) 63.52. CA)... (sants RANA) 
(4, 0, 4,22, (4,32,.64,92, TEIN TN? A 


ОИСЕ ОРИСИ ИЗИ 
8.3. А observação dos exemplos permite caracterizar um par ordenado da seguinte forma: 
1) se a + b, então (a, b) + (b, a) 
ou seja, (a, b) = (b, а) — 9. = ...b.... 


П). (8 Бу (е, 0) «== E ЕЕС ЕСЕ 


9. PRODUTO САВТЕЅІАМО 


9.1. Dados os conjuntos А = [1,2,3,4) e B = [3, 5, 7] podemos escrever o conjunto À X B, 
À X В = i13) (1, 55, (1, 7), (2.3), @, 5.2 DAS 5, G, DD, 4 DD Di 


cujos elementos são os pares ordenados formados tirando o 19 elemento do conjunto А e o 2º elemento do 
conjunto B. 
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9.2. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 13 


a) A = (a, b, c) 


B = {а} = : 

A x B = TCA, 92, Cb. A) CC. 9:9) 
b) В = {а} 

A = fa, b, c) 

BXA = {LR R) (e b) (A) 
Ф А= {1,2}. 

В = (1, 3, 5) 


AXB (ÇA LAILA (2,0, RD (2,5) 


d) C = (1,2,4) 
b = (1, 3, 5, 7] 


е) А= {а, b, с} 
В = (p. q) ГҮЯ 
Ахв = {Сер}. (0.9). (b. p). (В. фсе. p) GC) 


9.3. Observando: 
19) a) e b) você pode concluir que: 


DI 


39) i) e j) você pode concluir que: 


А=@ o B=Ø > AXB- D. 


9.4. Podemos agora definir: 


схр = (Lap) (b e) Сер) CA p) } 


DIDI 


g) А = {0, 3, 6} 
В = (y, 2, 3) 
АхВ= (49,1) (o, 2), (o 3) C3 4) (3 2) 


ee sene) E P T БГ ИИИ 
CEMENTO MC): 
h) A = (2, 4, 6, 8) 
B = (a, b] 
ха = aa) (k.p) (Ча), (4 by 
LED (6,52, CY, 0) (9 b) 
i) А = {1, 2} 
B=9 
ES, 
pA=9D 
В = (3, 5, 6) 
ги RN 


Isto é, 


10. REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DO PAR ORDENADO. 


10.1. Sabemos que qualquer número real pode ser representado sobre uma reta numerada (eixo). Nosso objetivo 
agora é a representação de um par (x, y) de números reais. Usaremos, então, dois eixos perpendiculares com 
origem comum; um para representar o primeiro elemento do par, que chamaremos abscissa, outro para representar 
o segundo elemento do par, que chamaremos ordenada. (sistema cartesiano ortogonal). 
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10.2. Convenção: 1) sobre o eixo horizontal serão representadas as abscissas. 
2) sobre о eixo vertical serão representadas as ordenadas. 


10.3. Representemos graficamente o par (2, -3). 


19) Marcam-se os pontos que representam 2 e -3 nos respectivos eixos (x e y); 
29) Por esses pontos constróem-se as paralelas aos eixos; 
39) O ponto de intersecção dessas paralelas, P, é a representação gráfica do par (2, -3). 


10.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 14 


1) Represente graficamente, os pares ordenados. 


2 @, 2), G, 5), О, +), (5, D © (l, 22, G, -9, 0, - 3. ($, -D 


adi ge 
! | 
A | 
| 
| 
I 
| 4 
1 1 -1 1 
b) (-1, 2, (3, 5), 2, 5), E 3. D d) C-1, -2), (3, -5), (2,3) C +, -D 
À v 
p====p 3 
| 5 
| 
| 
| 
| Ы 
| е! 
EE + 
324 
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2) 


Chamando cada região do plano determinada por um par de 3) Represente graficamente, os pares ordenados 
semi-eixos não opostos de quadrantes, e observando os (0, 3), (0, -2), (3, 0), (-2, 0), (0, 0) 
exercícios a, b, c, d, você pode estabelecer uma regra de 


sinal 
À y ћу 
29 quad. 19 quadrante 
оь хх —— n—THo—  — Y . X 
39 quad. 49 quadrante 


(x, y) € 19 quadrante = x 50 еу у 0 4) Observando o exercício 3) уосё pode concluir que: 
o 

(x, y) € E quadrante => x 5.0 еу) 0 („уу E 1 RC y= 0 

(X, y) € 39 quadrante —— x < 0 e y < 0 (X, y) E eixo vertical <= x.0 

(x, y) Є 42 quadrante <> x > 0 e y < 0 


10.5. Se P é representado pelo par ordenado de números reais, (x, y), escreve-se: 


11. 


11. 
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e denomina-se: 


X: abscissa do ponto P 
y: ordenada do ponto P 
X e y: coordenadas de P 


Os eixos sao chamados: 
eixo das abscissas e еїхо das ordenadas 


REPRESENTACAO GRÁFICA DO PRODUTO CARTESIANO 


1. Seja А={1,2,3} e Bs 1-1, 2) 
então, 
AX В = ((1, -1), (1, 2), (2, -D), (2, 2), (3, -1), (3, 2) 
Representando graficamente todos os elementos de A X B, temos o gráfico de A X B. 
À v 


2 eiim, acce ави: 


Isto sempre pode ser feito, desde que A C R e B C R. 


11.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 15 


2) Os seguintes gráficos representam o produto cartesiano 


A X B. 
1) Represente graficamente os produtos cartesianos À X B, nos 
seguintes casos: a) А = (1, 25 
à А = (1, 92, 3.4; 5) В = (1, 3) 


B = 12, #1, 0, 1,2] 


y 


2+ -e +- -+- + 
арна фе) 
I 


Complete vocé: 


B = (4) b) 


В = {2} 


с) 
d) A = {1} 9 
B z[22,-1,0,1, 2) 
х 
е) 


Observação: Se A é unitário, os pontos de А X В estão em 


uma reta paralela ao eixo e 
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11.3. Considere o gráfico 


Qualquer que seja o ponto P desta figura, temos y = 2 e x € [1, 4]. Então, a figura representa o conjunto 
{(x, y)Ix € [1, 4] e y = 2) isto é, o produto cartesiano A X B onde: 


А = [L, 4] e B = 12) 
11.4. FACA VOCÉ: TAREFA 16 


1) Os seguintes gráficos representam o produto cartesiano A X B. 
Determine os conjuntos A e B: 
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2) Represente graficamente os produtos cartesianos A X B, nos 
seguintes casos: 


а). А = [1, 5] 
В = {2} 

b) А = [-3, 2[ 
В = (3) 


d А = Ҝ 
В = (4) 
е) А = {1} 
В = [-2, 2] 
f А = {-3} 
В =. ]1, 4] 


Observação: О gráfico de А X B quando А é unitário e B é 
um intervalo é ит megmento Jara lele Q2 tixa + 


8) А = (1) 


В = [2, +оо) 

h) A = (1j : 
В = R 

i) А = {-3} 
В = (=e, 4[ 


3) Represente graficamente о produto cartesiano А X В nos 
seguintes casos: 


a) A = (1, 2, 3, 4) ШИШ. 
B = (1, 3, 5) 


b) A = [1, 4] 
В - [1, 5] 


c) A = [1, 4[ 
В = ]1, 5] 


27 


28 


(represente, com linha pontilhada, os lados do retângulo 
que não pertencem ao conjunto A X B.). 


D A=R. 
B = ЩЖ. 
т) А = Е 
В = R 


4) Os seguintes gráficos representam о produto cartesiano А X В: 


‚әт. ue Ie 


рне 


12. EXERCÍCIOS DE REVISÃO 
SEQUÊNCIA 1 


1) Seja U = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8] е seus subconjuntos 
A = (2, 4, 6, 8) e B š (4, 5, 6, 7, 8). Determine: 


а) AXB b AXB o uxu(A x B) d) Ax B 
2) Seja U = (1,2, 3, 4, 5); А = (1, 2, 3) e B (3,4). 


Determine os conjuntos e compare os resultados (acom- 
panhe com gráficos): 


a Cuxu(A * 5 b AXB c) AXB d)AxB 
3) Sendo A = [-1, 5] e B = [1, 3], répresénte graficamente: 
a) AX B Ъ ВХА с) (А х B) - (Вх A) 

SEQÜÉNCIA 2 


1) Represente graficamente (А х В) U (B x А) sendo A = [-3, 4] 
e B = [= 2] 


2) Sendo А = [-1, 4], В = р, 5]ес = ]-3, 31, represente 
graficamente: 


3 


4 


= 


м 


а) AX B 
b) B x C 
с) (Ах В) О (Вх С) 
d) (А х B) - (Вх C) 


$епдо А = [-1, 3] е В = ]0, 5], 


a) complete (А х B) N (B x A) = (x, y) € Rx R| 
EL e BPAP OSO КО СК J 


b) represente graficamente o conjunto do item a). 


c) o conjunto do item a) é o produto cartesiano de quais 
conjuntos? 


Sendo А = ]2 3, В = [-1, 2[, = ]-1, s] e D = [1, 4], 
determinar graficamente: 


a) (A X B) N (C x D) 
b) (A x B) - (CX D) 
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capítulo RELAÇÕES 


13. O CONCEITO DE RELAÇÃO R DE A EM B 


13.1. Considere os conjuntos A = (1, 2, 4, 6, 11} 
B = (2,3, 7) 


e a sentença: 
р: “x é múltiplo de y", onde x € А e y € B. 


O par (4, 2) torna a sentença р verdadeira, pois 4 € A, 2Є В e 4 é múltiplo de 2. 
Este não é o único par ordenado que torna a sentença p verdadeira. Temos ainda: 


сото, АХВ = (1, 2, (1, 3), 61,3), (¿2 20. С&,3) (2.3) Ca k). (8.2). 44,3) Се, д... 
(6,33868,3364 1580, 44,3) САА 21 


premens р. рл. АТА ТТА 


temos: 
RCAXB 


O conjunto R pode ser representado pelo diagrama: 


onde cada flecha determina um par ordenado de R. 
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с) А = 11, 2,3, 45. Bs 12,3 445) 
Pr "y G s” 


R -{@,а), (з д) ‚(ч,4) (3.3) (9,3) (ч, ч) } 


13.2. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 17 


Dados os conjuntos А е В е uma sentença p, escreva o 
conjunto R determinado e faça o diagrama que representa R. 
Considere, em cada um deles, x E A e y € B. 


5 2 
a А = {-2, 0,3, 4,5; В = {-1, 0,3, 5) EA 
p: “y é a metade de x” — 


Diagrama: 
dj A = 1-1 0, 15,25 в =< (0, 3, 3, 4) 


A B po y = |x] 
R.( Ci. (00), (4,195 


LAA 5 


b) A = {-2, -1, 0, 1, 2}; В = {-1, 0, 1, 2, 3) I e) A = {1, 2, 3, 4,5; B = {-2, 3} 
р: “уех+1” p: “x é par” 
RACA 61,0), (0,0,01,2), (2,3) У & -4(2,-2), (2,9, (4, -2), (a, ay) 


ra 
D = 
AK m 
Fo Peso TES 


13.3. DEFINIÇÃO: 


Dados dois conjuntos А e B, dizemos que um conjunto é uma relação de À em B se R é um 


subconjunto do produto cartesiano A X Gea HAE re | 


ou seja: 


Os exemplos vistos em 13.1 e 13.2, mostram que uma sentença p pode determinar uma relação. Nesse caso, 
a sentença p é a propriedade característica dos elementos de R. 
Assim considerando: 
A =41,2,4,6,1); B=(2,3,7) 
р: “x é múltiplo de у”, com x € А e у € В, podemos escrever: 
R = ((2, 2), (4, 2), (6, 2), (6, 3)) 
ou 
К = ((x, y) € A X Blx é múltiplo de y) 
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13.4. ЕАСА VOCÉ: TAREFA 18 


І. Escreva cada uma das seguintes relações por sua d) М = {-2, 0, 2, 4, 6, 9); N ={-2,-1,0,1,2,3} 
propriedade característica: e R = [G(x,,y) € M x N|y = Vx) ) 
а) А = {-2, 0, 3, 4, 5; В = {-1, 0, 3, 3) Re A€9,9), 4,2), 54,22,.3,3 see i СИЯ 
р: “у é a metade de x”, com хЄА е y C B. 
) R = {(x, y) € N x Nly = 2х} 
Š Аха 1ч 96 ; 
EARE 41$. Ax8.1 ча R = (0, 0), 0, 2, (..£,9, 3,0), (4,2) (4,19, 
b) A = o «190118 215 O асема } 
р: “y=x+1”, com x€A e yEB 
Š f К = (x, у) € Zx Z|y = x + 1) . 
= Ç ) A | = 
R 15.9 8 bend Je ME ^ 19, X TEN, TTE | X NN ‚ (52, =15, ( 2119, (2,41), CERA 
с) A=(1, 2, 3, 4); В = (2, 3, 4, 5) 4.35, ¿Me РБ. X Lon ] 
p: “y € x”, com xCA e y € B e * | =) 
_ Z B R=% y € N* x Nly - 5 
к= (кч) е Аха ! PEES. APRE Re SRE 18.06 5) 000) 
@ X = ol, о, 2}; Y = (0, 1; ЗЕ 4} h) R = ((x, у) Є 2х 2|у = Ixl} 
у= lacom SEX e R = A Ca DERRI, 6:3,3,C 4,9, } 


LIMES 


р: y E Y 
к= duae X x loss ael) ы. ia ёс. Cp Qy ia PEA dM A ATA S 


i) R = (x, y) € Zx Z|y = x2 + 1) 

9 M=(1,2,%4,5h N= (2, 3) Bad- ee Q CLA), D (4,2) (2,6)..) 
p: “x é par”, com xEM e YEN E енеси $ 
SISTE ICE lx e par р = {0 y) ERXRly =x+ 1) 

II. Escreva as seguintes relagóes, dadas por sua proprie- 

dade característica, enumerando seus elementos: Neste caso, é impossível escrever o conjunto R enume- 

аў A=(2,4,6,8,10) B=(3,2,=1, 0) rando seus elementos. Porém, R está bem determinado uma 
e R=(,y) € AXBIx + y = 1) vez que é possível saber se um par de números reais dado, 
E AAA sra di rada 

b) A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; B = (2, 4, 6, 7} (1,2)ER, pois 2=1+1 


2 
e R = (x, y) € A x Bly é primo) (1, >) ea, pois S=2+1 
4 


ECC NC IC 5,0], (0,4) dd ao d ише dd 
(2,2) G&R, pois ds Al 
c) C = {-1, 0, 1, 2,3}; D = {-1, 0, 1, 2, 3, 4} É | da Usd 
e Rs {(х, у) ЄСхр|у = x2) (2, 5) s: рО ann ке ые; 
R= ACAM, (0,0), CAD ашу — а.о ёк, pois OF dad 


14. REPRESENTAÇÃO GRÁFICA DE UMA RELAÇÃO 


14.1. Sejam: 
As {1,2,3,4;  B=[2,3,-2) 
e КСАХВ, dado por R = {(1, 2), (3, 2), (3, -2), (4, 3)) 
Já sabemos сото representar gráficamente о conjunto А ХВ, e sendo 


К um subconjunto de А ХВ, sua representação gráfica é uma parte do 
gráfico de AXB. 


Assim: 


onde os pontos marcados representam o produto cartesiano AXB e os 
pontos (assinalados), representam seu subconjunto R. 
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с) A=(-2,-1,0,1,2,3); В = {-3, 0, 1, 2, 4, 9} 
R = {(х, y) EAX B|y = x?) 


14.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 19 


Represente graficamente A X В е assinale seu subconjunto 
R em cada caso: 
8 À = fi, 2,3, 4, 5}; В = (1, 8, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) 
R = {(x, y) € A x Bly = 2x) 


d А = {-1, 0; 2, 4,5; Be {-2, -1, 3) 
R = {(х, у) € Ax B|y < x) 


= O gl: ж iL. 
b) A = (=2, =1, 0, 1, EAT B - (-1, 0, pl 5) 


К = {(х, y) €C A x Bl|x = y) 


6) А = {-2, 1.3,5,7; В = (2,-1,0, 5) 
R = {(х, y) € Ax B|y < 0) 


" 
SE. LoT RNC RFID 
3, I = js 


E Ed ЧРИ СНЕ ИН 
-è 2) 1 3 5 1 x 


x ж 
y? 
ж 

| 
Je 

I 

л 
x 


14.3. Sejam: 


A = LI, S] В = [1, 10] 
e R=((xycAXBlx=y) 


Neste caso, A X В é representado por um retângulo: 35---4------ 


onde os pontos (assinalados), representam alguns dos 


Do + 
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Mas, para representar a relação К, temos que 
representar todos os seus pares, e obteremos: 


14.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 20 


Represente graficamente A X B e assinale seu subconjunto 
R, em cada caso: 
a) А = [1,5]; B-b 10] d) R = [(x, у) Є [-1, +00) x Rly = 2x - 1) 
e R=((x, y) € Ax Bly = 2x) 


5 x 


е) R = (x, y) € Rx Rly = х2} 


с) А = [1, sl; B= ]2, 4] 


е К = {(х, y) €Ax Bly = х} 
f) R = ((x, y) E R x ]2, +co)| y = 2х} 


(a extremidade do segmento que não pertence a R, deve sy 


representada por uma “bolinha vazia”: <Q 
indica que AER e B ÉR.) | 


34 


g) К = {(x, y) E oo, 7] х R| y =-x) i) R = {(х, y) € R x R|x = 2) 


j R=((x,y €Ax Bly = 2) onde 
А = |=3, 2[ e B = [0, 5] 


15. DOMINIO E CONJUNTO-IMAGEM 


15.1. Considere a relação de К em R: 
В = (0, 5), (Z, 3), C1, +), G, 2), (2, 7)) 
Como (1, 5) € R, diz-se que 5 é а imagem de 1 pela relação R. 
ou, em símbolos: 
5 =R(1) 


que se lê: “5 é igual а R de 1” ou “5 é a imagem de 1 por К”. 


Assim: 
d = RG) porque S IER 
E = R(-1) Porque (1,14) € R 
2=R(3). porque (3,2). € 8... 
+= K (2). porque (,7)€R 


15.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 21 


Escreva simbolicamente, qual é a imagem de 2 nas seguintes relações: 


а) Rr = (0,2, 0, 3), (3, 5) 5 10) = 3... 9 R3=((x, y) € Nx Nly = 2х} = Ra(2) = do. 
- - Y 
| RD. e d) Ra = (x, y) € Rx Rly =-1)=> R4Q) = і. 
b) R22 (01, 5), (3, 2), (2,- 5), Q, 7)) > 4 ou 


е) Rs = {(x, y) € N x N| y = Vx) = atenção! 
(em uma relação, um mesmo elemento pode ter mais de 


“uma imagem) 


15.3. Sejam А = {1, 2, 3,4} e В = (2, 22, 3, 5) 
Consideremos a relacáo de A em B: 


R = ((1, 2), (3, 2), (3, -2), (4, 3)) 


Podemos separar o conjunto dos elementos de A que aparecem como primeiros elementos de pares ordenados 


de R. 


Temos: {1,3,4} C A 


E o conjunto dos elementos de B que aparecem como segundos elementos de pares ordenados de R. 


Temos: [2,.2, 3) c B 


Ao conjunto dos primeiros elementos chamaremos domínio da relação К e representaremos por D(R). 


Ao conjunto dos segundos elementos chamaremos conjunto imagem da relação К e representaremos por 


lj CR). 
Assim, para a relação: 


К =1(1, 2), (3, 2), (3, -2), (4, 3)) 


temos: 


D(R) = {1, 3, 4} e Im(R) = (2, -2, 3) 


15.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 22 


L Determine o domínio e o conjunto imagem para cada 
relação: 
аў Asíi352)5 В (1, 2) 
e Re Lü, 1), 03, 1), (5, 2) 
DR) = {4,33}; т) LALA...) 


b) A = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 


e В = {(х, y ЄАХА|у=х + 2) 
Im(R) = E RES A 


с) A=(-1,1,2,4,6); B=(0, 1,2) 
e R = {(х, y) € A x B| y >x} 
DR (11,2. IM) „{.8, t 2.2 


d A=(2,-1,0,1,2,3) B=4-1,0 2, 4, 5} 
e Е = {(х, y) € Ax Bly = x?) 


e R=((xy €Ax Aly = Ixl} 
DR) = (71,0,1,2 Je Im(R)=(.4,9,2%.....) 


II. Determine o domínio e o conjunto imagem de cada 
relação: 
a) R=[(x,)ENxZIy=2x) 
Veja: 
а.о), 0,9), (9 „6.), (9,8 s) 


Observe que Y x € IN, d y € Zl y = 2x, isto é, qualquer 
elemento de N tem imagem em Z. 


Portanto: 


D(R) = IN 
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b 


= 


c 


м 


d 


= 


e 


= 


Ё verdade que Y y €Z 3 x € Nly = 2x! Nao... 
Como deve ser y Є Z para que exista x € IN com y = 2x? 


y deverá ser um número ppasilivo [20 


Portanto: 
E дый naci 
R = {(х, y) € NN x Niy = 3) 
Veja: 
R = 109,9.) C19. CBR (G. a.) ee) 


Observe que, por exemplo, x = 5 nào tem imagem em N, 
porque у = — não é um número natural. Então 5 Ф D(R). 


KT MCNCNE ТМРА n 
IMR) = 1.9,.1.,.2.,.3.,.4, mad MON cr 
R = ((x, y) € N x N|y = x - 5) 
AA A 
DE ЖР O EN Nos 
В = {(х, y) Є Nx N|y = x + 2) 

DUO E 1 E. X NE A 2: 
MID M ME OMA MOMS ERI n aus 
В = (xy) € Zx N|y = x2) 

Loo Rt CORR 
Ий» eb a E Gss 


R = (x,y)€ Rx R|y = x + 2) 


R = (x, y) € R x R|y = Ух} 
DUO = f ж moe W. eu ж... e es 
0523 A a A 


h) R=((x y) € R x R| y = x?) DA=[15sl  B=12 4] 


PUO vue M. 70 mas e БК = {(х, y) € Ax Bly = x) 
mus ык c M bo A IO — 1 
i) R = ((x, y € RxR|y = x2 + 1) l S ]- a, 3) £n 
pia СООО do & 
ена —— —— рне; 
њо LATER сур ууз Ë .s ey б 
i) к,ыр p ааты sf a= 6, 5) ÉR 
DR) = L L A — 
CIO; NNNM MM 
1 
k)R-(c y) e R x R | y = +1} 
DR) A LUER а жя o 4 WEE 
Im(R) = 1 = 1 y 


III. Represente graficamente A X B e seu subconjunto R. 
Em seguida determine o domínio e o conjunto imagem de cada 
relação R. 
a) А = ]1, 5]; Belt 10] 
е К = {(х, y) €Ax Bly = 2х} 


Gráfico: 


e 


Im(R)= Jẹ, 4] 


с) A=[1,5] В = ]-4, -1] 
е К = (ey EAX Bly=x- 5) 


Х= 1 = у = Z<] = 


ІФА = (1, DÉR 


d А= [1,45 в= [1,6] 


x25 => y =2+5 = `. e Е = {(х, y) ЄАХВ|у=х +1} 


Observe, pela figura, que: 


x € ]1, 5] 
V(x, y) € R. = < ë 

y € ]2, 10] 
Portanto: 


D(R) = J1, 5] 
e 


Im (В) = ]2, 10] 
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е) А = [-5, 0]; В = [3, 8] 
e В = {(х.  €Ax Bix*y- 3) 


"E e) y 
DR) = 1-5,0 2. шц) = 3,2]. DR) = R. 
Im(R) = A, 
f$ А=[1,4] B=li1,8l 
e R=((xyEAXBly=2x+1) 
х 


D(R) = R 


eme Mages nennen 


pm [1 %[ india La eL 


Pm... dencecrsonoss ЛЛ AAA 


IV. Dadas as relações de R em К, através de seus gráficos, 


determinar o domínio e o conjunto imagem de cada uma: 


a) y 


D(R) = IR, Im(R) = „Ө hte РВ 
Im(R) = |. 
х 
D(R) = 
Im(R) = 
D(R) = Сезе AL ёзге» 
Im(R) = „В, ri 


Dig L-2 2) 
Im(R)= [o J]. 
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15.5. Podemos definir formalmente domínio de uma relação R de A em B. 


D(R)= (x € A| 3y € B com y = R()) 


e o conjunto imagem de uma relação R de А em B: 


Im(R) = (y €B|3 x € B йй y BG 


Decorre da definição: 


D(R)CA e (В) C B 


16. EXERCICIOS DE REVISAO 


SEQUÉNCIA 1 SEQUÉNCIA 2 


Represente graficamente as seguintes relaçóes, determi- Determine o domínio de cada relação: 


nando o domínio e o conjunto imagem de cada uma: 


1) R = (x, y) € Ax Bly = x + 1] onde 


À x22. = 60.1, 28 Betel, 0, 102 37 5Re(x DemRxmly» 


2 К = {(х, y) €C AX Aly = x - 1) onde 
A»(1,2,5,4] 3R-(G y) € R x R|y = 
nas Alia! 4) R = (x, y) € R x Riy = 
2x + 4 
u G Say S =) жаш 5) R = (x, y) € R x R|y = 
А = [-1, 4] e В = ]2, 5] 
6) R = (x, y) € R x R|y = 
5) R = {(x, y) € Ax Bly = x + 2] onde 
А = [-2, 4] e B=]1, 4] 
6) R = (x, y) € R, X R| y = 5 - х} 
7) R = [x, y) € Ax Bly = 2 - x) onde 


А = ]-2, 4] e B=]1, 4] 


рк = (x, y € R x R|y = 2) 


a 


x?-] 
2x 
x? r) 


2x +1) 


x-1) 


2x? - 1) 
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APLICACOES 
capítulo OU FUNCOES 


17. O CONCEITO DE APLICAÇÃO OU FUNÇÃO 


17.1. Consideremos as seguintes relações, de A em B, e seus diagramas, onde: 


As {1„2„3„4} е B; (93, 5.6. T) 


A B 
a) 4, = LU, 3), Q: 5); (3,75), (@, 77 A 
A B 
o 
b) fa = (1, 3), (2, 5), (3, 5), (1, 5), (4, 6)) ы _ 
жи. 
А B 


c) fs = {(1, 3), (2, 6), (3, 5)) 


Examinando o conjunto A, em cada caso, temos: 
a) em f, , cada elemento de A tem imagem em B e só uma. 


b) em f,, cada elemento de A tem imagem em B, mas o elemento 1 tem duas: 3 e 5. 


c) em fs, o elemento 4 não tem imagem em B. 


As relações de А em B que se comportam como f,, em relação ao conjunto А, são chamadas de funções de 
A em B. 
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17.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 28 с) А = {1, 3,5,7; В = {2, 4, 6, 8, 10) 
e £= (01, 2), (3, 6), 0, 2) 


Faça о diagrama рага cada relação e verifique se se trata 
de uma função de A em B. 
а) А = {-1, 2,4,6}; B=(0, 1,2, 3, 4, 5) 
e f= (C1, 0), (2, 3), (4, 0), (6, O) 


e f=[((x, y) EAXBly<x) 


L^ a 
enr Bowen Pen майбы nm see emen 
SS = 
Was. d) А = {-1, 0,1,2}; B = (0, 1,2, 3) 


A в /2 
ее... função de A em B porque &«& elemento de À A 
tem uma unca imagem em Ў —-— A 
b)As1-1,0,1, 25 B = 1-2, 0, 2, 4 Y 
e d [ix ) РА х B| t 2 } ) гиао € função de А em B porque os elementos — 
E Уу ды... 160 nao tem imagem em B e otl resto 
R lem dum magens. 
A B e000000000004000009009920099090009066000vcc PP ESTES LL LILLE LL LILLE LILIA 
e) А = {1, 2, 3,4; B=(3,4,5,6) 
e = {(х, y) € Ax Bly = 5) 
А N B 
¡=> 
IIS < 
f função de A em B porque 2 cada elemento f €. função de A em B porque cada elemento | 
dE À corresponde um único elemento de д. de À tem uma única imagem tm B. — 


17.3. Examinando o domínio das funções, você verifica que, sempre, | D(f) = A |, porque todo elemento de А 


tem imagem em B. 

No diagrama, de cada elemento de A sai uma flecha, e uma única flecha, porque cada elemento de А tem uma 
única imagem em B. 

Podemos agora, definir formalmente uma função ou aplicação de A em B: 


Um conjunto f é uma aplicação ou função de А em B se for uma relação de A em B, tal que 


todo elemento do conjunto A tem uma e somente uma imagem no conjunto B. 


ou seja: 


f é função ou DfCAXB (fé uma relação) 


aplicação de 4 em B 


e 
2) Yx€ A 31y € Bly = f(x) 
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17.4. VERIFICAR SE UMA RELAÇÃO DADA É FUNÇÃO 


РЁ 


а) 


b 


= 


м 


c 


d 


= 


— 


е 


17. 
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Seja: 
f = ((x, y) € N X Zl y = 2х} 


Temos: 


D(f) = IN = todo elemento de IN tem imagem em Z, isto é, qualquer número natural tem seu dobro em Z. 
Além disso, cada número natural admite um único dobro. 


Assim: 
СМХ. 
е 
Ух € N, 3| y € Z| y = 2х 


Logo, f é uma função de IN em Z. 


5. FAÇA VOCÉ: TAREFA 29 


Verifique se são funções: 


f=[(x,y) € Nx N|y = x +1} 
D( = JN... 
fo iai 


f = [(x, )eNxNly-x-3) 
D(f) = N... 
f Zo... função de IN em IN porque (GC IN x. ЇЧ | 


Xe aa e m sa aa PRSE 


f-(x y) € Rx R|y = x) 


D(f) = JA... 
f... 6... função de Rem R porque „$ G Rx Re 
Aa Seed e „К. Wy iX. AXES 
f=[(x, y) Є RX R|y = sen 

A x 


D(f) =... 


t= (x, pemsxmly- Xt1) 

ро = R^ ë 

f a - função de IR* em R porque £, S x e 
< + 

hd x. c SEE E ÉS q LL. 

f= {x y) € R, X R,ly = Vx) 

D(f) =... +. 

f ....@.... função de IR, em IR, porque |. C Rex Na * 

Ee EN Rec 


6. Consideremos uma relação dada por seu gráfico: 


g) 


h 


j 


k 


— 


c 


= 


f = [(x, y) € R, X |у? = х} 


f 
Jumento de a. gunt. Мат £m o amas... 
f-(x,y € R x R|y = |х|} 

ро = IR 


ай гт função де IR em IR porque 


AER dl eR Іна kL. ЭН КММ 


р = RR. 


f |... £....... função de IR em R porque . 
Ane Ru au e Los AE занй 
ғ = {(х, y Є Rx К|у= х2 +1} 

р = Ж... 

E Le... função de R em IR porque {С.К АЙ. 


DD = (gs 


f = [(x, у) Є [3, +оо) х R|y = Vx-3) 
DO = (5..5) 


Temos: 
D(f) = К, isto é, todo elemento de IR tem imagem em R. 


Além disso, cada elemento de IR admite uma única imagem ет. R. 
Logo, este é o gráfico de uma função de IR em R, pois: 


fc IK X R 


e 
Wx € KR, ly € Riy = f(x). 


17.7. FAÇA VOCÉ: TAREFA 30 


Verifique se são funções as seguintes relações dadas por seus gráficos: 


f NES função de AG RS em IR, porque cada. ae „. função de + 
„elemento... Le. [RR adm uma 
dica AA Rm 
c) 
— 
421 
1 
I 
I 
l 
l 
1 
I 
р = J-L RL DO = f. 
£ é.. função de 1-2 2L. em R, porque cado. f 02.0. função de |. em R, porque O Cl. 
elemento. de 124 AL admite uma MEVE Dne a. À... O le 0. D C ma... 
ANE EO n OA ED (m. Er du ARES Kan, ham. A 


17.8. МОТАСАО 


A relação f = ((x, y) € N X Zl y = 2x], por ser função, pode ser representada por: 


f: N — Z 
х > y = 2х 


que se lê: 


“f é uma aplicação de IN em Z que associa a cada x € IN, um y € Z, dado por у = 2x.” 


De maneira geral, se a relação f С А X B é uma função, escrevemos: 


f: A— B 
х y = f(x) 


17.9. FACA VOCÉ: TAREFA 31 


Use a notação própria para representar cada função do item 17.5 (só as funções). 
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f) 


h) f: R 


f: Ra SR; 
x — y = Vx ` 


=) 


18. A CORRESPONDÊNCIA BIUNIVOCA — FUNÇÕES INVERSAS 


Veja estas funções de A em B definidas pelos seus diagramas, vale dizer, pelas suas fotografias. 


a) A = (1, 2, 3, 4) b)A = (1, 2, 3, 4) 
B = 43, 5, 7, 9] B = (9, 5, 7, 9] 


f, = (1, 3); (2, 7), (3; 5); (4, 9)} f = 00, 3), (2, 2), (3, 5); (4, 7)} 


Onde se vë que: 


А cada elemento de А corresponde um único elemento ет B e cada elemento de B é correspon- 
dente de um único elemento de A. 


Dizemos que funções desse tipo (f, ou f,) definem uma correspondência biunívoca entre os conjuntos 
A e B. 


Ora, é fácil ver que também são funções de B em A as seguintes: 


[ES 

A B 
que indicaremos por fj! que indicaremos por f;! 
ou | : ou 
f! = (Q, 1), (5, 3), (7, 2), (9, 4)) = 103, 15, (5, 3), @ 4), (9, 2) 
Veja: Veja: 
f, САХВ f;CAXB 
fU C B X À fl C B X A 


Dizemos que: fr! é uma relação chamada função inversa de f, 
е 52 é a função inversa de fz. 
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18.1. FAÇA VOCÉ: TAREFA 32: 


1. Com os conjuntos A e B, dados em cada caso, complete dois diagramas: 1º Aquele que define a função f de А em B. 


2º Aquele que define a função f^! de B em A. Quando nào existir a inversa diga por que. 


a) 
f = (ALR), (4,4), C3, 62) f e 10.04, 22, 06,307 
b) 
= 
I x EX 
A B 
е, 
fa (QR. (BAD Dal) 0,32) $, > (G,0,4,2,(1,9, (3,9) 
c) 
A fs B Ө E B 
m F. б Un текла. de f5. 
fs = (04,1), (8,85. 05.9 )) 3 
Sobrara: o elemento 1 t rm (o. 
d) 


|] RS 
A fa B A B 
sá 


~ £ as 
4 nao sera função ‚ MAS apenas 


" uma relação de B em а 


2. No exercício anterior dois exemplos admitem inversa. Complete, então num mesmo diagrama cartesiano os gráficos de 
cada função e sua inversa. Trace a bissetriz do 1º quadrante e tire suas conclusões. (Desenhe os pontos de f numa cor e os 


da inversa em outra.) 


A 
f, e fj! fa e fz! 
3. Coloque V ou F conforme as seguintes sentenças sejam verdadeiras ou falsas: 
a) Toda função de A em B admite inversa de B em A (F) 
b) 3 f de A em B que admite f! de Bem A ( V) 
c) Se f de A em B é função, então £^! de Bem A é sempre uma relacao ( V) 
d) Se entre A e B está definida uma correspondência biunívoca, então existe f de A em Be f^! de B em A (Y) 
e) Toda correspondência biunívoca entre A e B define f e f^! como funções inversas ( V) 
18.2. CORRESPONDÉNCIA BIUNIVOCA E FUNCÓES BIJETORAS 
Consideremos A e В e f: A — B conforme o diagrama seguinte: 
admite 
a 
seguinte 7 > A 
inversa: +! 
А B 
f = tl, 1), (2, 3), (3; T); (4, 5)) p" = ta, 1), (3, 2); (7, 3); (5, 4)} 


Sabemos que 


- uma correspondência biunívoca entre A e B 


Então definimos: 


A aplicação f de A em B se chama bijetora. 


mais precisamente, diríamos: 


f é uma aplicação bijetora de A em B, quando e somente quando se verificam as duas seguintes 
condições: 


19: vy€B, 3x€A tal que (x, y) €f 
29: Dados x, e x; € А com x, + x; então f(x,) + f(x,) 
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Graficamente corresponde а dizer: 


xy € В, 3x € Al6Gx, y) € f xry € B, 3 x € A| (x, у) ë p 
e e 
Xi # X; >= у * y; Xi £ x; > yi # у; 


Contra exemplos: 


YyEB, 3xeAl(xy)ef Jy€B para o qual ÁxeA 
mas tal que (x, y) € g embora 

Xi % х > yr = уз = y Xi EX => yi * У 

Logo, f não é bijetora Logo, g não é bijetora 


18.3. FACA VOCÉ: TAREFA 33 


Nos gráficos seguintes defina: b) 


19) О domínio A de cada função. hy 
29) O conjunto imagem, isto é Im(f). 
39) Tome В = Im(f) e indique f: A > B e diga se cada uma 


delas é ou não bijetora. 


a) 


-2 


E Дай „Жы La, 2). E > A 


f mga.s... Dijetora f... bijetora 
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є 


е) y 


f ©... bijetora 


d) 


kA + url 


DO 


СЕО 


19. О СОМСЕІТО ОЕ FUNÇAO INVERSA 


Vimos que somente as funções bijetoras admitem inversa, isto é, apenas aquelas funções que definem uma 
correspondência biunívoca. Logo, definimos: 


19.1. DADA +: A > В DETERMINAR f^: B > A, QUANDO f É BIJETORA. 


Tomemos um exemplo: seja a função: 


f: IR— R 
x> y=x-2 
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12 etapa: Verifica-se se f é bijetora 


a) vy € R, existe x € К 
De fato em y = x - 2, para qualquer valor real de y o valor de x também será real. 
b) x, £ x; > уу = Y2, pois x, - 2 + x; - 2. 
Então f é bijetora. 
28 etapa: Troca-se x por y na expressão que define a função e teremos: 


y=x-2 resulta x=y-2 ou y=x+2 


Logo: 


f:R > R — fi: R> R 
хь y=x-2 X > y = x +2 


19.2. GRÁFICO DA INVERSA 


Dada a função bijetora f: A— B 
x— y = f(x) 


e sua inversa fi: B>.A 
xe y = f“! (x) 


temos: 


-1 
P=(a,b)Ef > P = (,a) € . Í Nm 


Localizando P e P' no gráfico: 


P e P’ são simétricos em relação à bissetriz dos 1º е 39 quadrantes, a reta AB. Isto é, PP АЙ e PC = СР. 


19.3. FACA VOCÉ: TAREFA 34 


Desenhe, num mesmo sistema de coordenadas, f e f -1 assinalando com um ponto os elementos de f e com uma cruz os de [ct 
Desenhe também a bissetriz dos 19 e 39 quadrantes. 


а) A = (1, 2, 3, 4); В = {3, 5, 7, 9) e DA = 11-27. B «11, 3, 5] e 
£= {(1, 3), 2, 7, (3, 5), (4, 9) F= (а, D 62,9 0,9) 
fis (0,0, 0,2, 05,2 СФ) mt. ] fs (0,0, (5,72, 03,3) Nm ] 


x 


|. 2 9 4 5 6 ? 8 S 
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с) A = (0, 1, 2, 3); B=(-1,0,1,2) е е) A = {-2, 0, 1, 3}; B=[0,1,4,9) e 
f= {(х, y) C€ Ax Bly = x - 1) 
t2((0-0 Cp) CR C3,A) ) 


i*»(Chlo),(o, (4a), А9) 1 


Кж PEÇO T A PDR 1, r Rae CA RR 


d) А = (-2, -1, 0, 1, 2}; В = {1, 2, 3, 4, 5) e 
f = (C2, 2), (-1, 1), (0, 3), (1, 5), (2, 4)) 
rt. (САА) MAO) (3,0), (5,0 (1,4) 


vossas Pt MERE ARA LATA Ve 


19.4. A observação dos gráficos do item anterior nos 
leva a concluir que o gráfico de f^! é simétrico 
ao gráfico de f, em relacáo à bissetriz dos ángulos 
dos 19 e 39 quadrantes. Assim, considere a fun- 
ção bijetora f, dada por seu gráfico: 


Temos: 
f: [-2, +еву R, | 
f bijetora = 3f! e f: IR, —> [-2, +09) 


Para se obter o gráfico de f^! é suficiente traçar 
a bissetriz dos 19 e 3º quadrantes, e desenhar a figura 
simétrica a f. 
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19.5. FAÇA VOCÊ: TAREFA 35 


Determine, por seus gráficos, as funções inversas das 
seguintes funções bijetoras: 


20. O CRESCIMENTO DAS FUNÇÕES 


20.1. Observando a função f, dada por seu gráfico 


e considerando dois pontos de seu domínio: 
X, € x2, vemos que: 


x; > х, e f(x)...2.. f(x1) 


Isto ocorre para quaisquer outros dois pontos do domínio 
e porisso podemos escrever: 


Dizemos, então, que a função f é estritamente crescente. 
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20.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 36 c) f 


Verifique se as seguintes funções são estritamente cres- 


centes: 
x 
a) y f 
t ... 222, testritamente crescente porque ,.,. AR 
MONIER TATAE T A 
d) 
x 
y f 
, 
f & estritamente crescente porque x 


b) а , 
f „ОО estritamente crescente porque ...... а x, X€ 
ЭЯ С D(Q xz 2 xat SME f OR s 
f 
e) 
y 
х f 
x 
f 700 € estritamente crescente porque .... а xi X2 Є f „89.4 estritamente crescente porque ud, Gi RA 


20.3. Podemos estabelecer as seguintes definigóes: 


I. Funções crescentes 
a) f é crescente se, e somente se: v x, € D(f), v x; € D(f), 
X1 > Xx > f(x, ) > f(x;) 


b) f é estritamente crescente se, e somente se: ух; € D(f), v x; € D(f), 
X1 > X > f(xi) > f(x») 


II. Funções decrescentes 


a) f é decrescente se, e somente se: Ух, € D(f), vx; € D(f), 


xi 2x, = f(x)< f(x) 


b) f é estritamente decrescente se, e somente se: Ух; € D(f), Yx, € D(f), 
x, 2X, = f(x,)< f(x) 
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III. Funções constantes 


f é constante se, e somente se: Mx, € D(f), vx, € D(f), 
X1 * X > f(x) - f(x4) 


Qualquer função que se enquadra em alguma dessas definições é chamada monotónica ou monótona. 


20.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 37 


Classifique, quanto ao crescimento, as seguintes funções 


monotônicas: 
a) 
d) 
Р y y 
x 
x 
f 
[Nm n A ы На ua porque её ео decrescente n. porque 
E ENNE EE S IAE a. o E f(x) RA, EA € CE) MZ xa m EXC СКА) 
b) e) 
y T { 
f 
x 
x 
¡SAA NP s s porque fé eres combo A rito Roe porque 
„жыла A AE (ка Xu ARA A DA X. D xa 0 ОТРЯ EAN) 
с) 
y 
Y f 
x 
x 
f É | tala nata... ELA porque f é  estntament srescente porque 
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20.5. A função cujo gráfico é: 


não é monotônica. Neste caso, podemos examinar seu comportamento, quanto ao crescimento, dividindo seu 
domínio em intervalos em que ela seja monotônica. 


Temos: D(f) = R 


No intervalo (- оо, +2], f é estritamente decrescente, porque Мх, x; € (-00,+2],x, > x, > f(xi) < (х). 
No intervalo [+2, +оо), f é estritamente crescente, porque Vx,,x; € [+2, +оо), xy > x, > 


20.6. FAÇA VOCÊ: TAREFA 38 


Examine as seguintes funções quanto ao crescimento: 


a) 
l 
2 
No intervalo C-2,0] , f e eatcta- 
-2 2 x mente crese nte . 
No imtervalo Loa], fe є обо - 
i Š mente decreacente. 
No ¿mbervalo (- оо, 1), $ e сабе 
mente decuncente . 
Мо imtervalo T +»), f e entu- 
tamente crescente. 
c) Ay 


—— EAT 
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d) y 


e) 


21. EXERCICIOS DE REVISAO 
SEQUÊNCIA 1 


Dadas as seguintes relações, determine o domínio e o 
conjunto imagem; verifique se são funções; no caso de ser 
função, use a notação própria. 

а) А = {1, 3, 5, 7; B=(1,3,5,7,9) 
e = {(х,у)ЄАХВ|у=х + 2} 


b) A= {-1, 0, 1, 2, -2); В = ЈК 
e f=Í@% y €AxBly = T) 


с) f = [x, y) € R x R|y = x - 1] 
d) f = (x, y) € R x R|y = ез, 


e) f = (e y) € [3, +) х R,|y = Vx-3) 


SEQUÊNCIA 2 


Verifique se as seguintes funções são bijetoras. Determine, 
quando existir, a função inversa de cada uma delas. 
а) А = {-3, -1,0, 2); B=(0,1,4,9) 
e f- (x, y) eAxBly = x?) 


b) A = (22; -1, 0, 1, 2) 
e f- (x, y) CAX Aly 


1х1) 


с) f: R*> R - {1} 
x+4 


x> у= 
x x 


d) f: IR — R 
x— y = 2х + 1 


e) f: R— IR 
x— у = 2х2 + 1 
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{ é crencente . 


ўе estutamente crescente 


SEQUÊNCIA 3 


Determine graficamente, quando existir, a inversa das 
funções (determine, em cada caso, D(f) e Im(f)). 


a) 


b) e) 


c) f) 


capítulo FUNCAO LINEAR 


22. O CONCEITO DE FUNÇÃO LINEAR 


Consideremos a função f:R > R y 
x» у = 2х - 1 
/ 
е representemos graficamente alguns de seus pontos / 


[^] 

І 

' 

i 
T 

m 


RiE——————— 


Por exemplo, construindo uma tabela, temos: 


A = (22, -5) € f MIS 
В =(-1, -3)€f | fq 
C = (0, -1) € f BN wo. 
D=(1,1)Ef VEM 
E =(2,3)€f pue 5 


Verificamos que os pontos representados estáo em linha reta. 


22.1. FACA VOCÉ: TAREFA 39 


Construa uma tabela com alguns pontos para cada fungáo 
e represente-os graficamente; tome x € 12; -1, 0, 1, 2}, 
a) f: IR — IR 

х» y = х +] 
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22.2. Observando as funções dadas em 22.1. e os pontos representados, vemos que todas elas foram definidas por 
uma equação do tipo у = ax + b onde a e b são números reais. Além disso, os pontos representados são 
sempre pontos alinhados. 


Definimos: 


Função linear é qualquer função da forma 
Ear + R 
Ot нуе dx Б 
onde a e b são números reais dados. 
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22.3. FAÇA VOCÉ: TAREFA 40 


Verifique o valor de a е o valor de b em cada função linear: 


a) f: R > R 


b) f: R > IR 


с) TIR > IR 


e) f: R > R 


f f: R > R 
y 


g) ER => WR 


23. O GRÁFICO DA FUNÇÃO LINEAR 


4x - 1 


2x - 3 


-х +2 


Em tudo que vocé fez até agora com a fungáo linear, vocé apenas verificou que alguns pontos de seu gráfico 
estáo alinhados. Como os pontos representados vocé os escolheu ao acaso, a intuigáo deve té-lo levado a concluir 


que todos os pontos de uma fungáo linear sáo alinhados, isto é, que “o gráfico da fungáo linear é uma reta”. 


A prova matemática desse fato, embora simples, não a faremos aqui. No 3º colegial você a examinará no 


capítulo chamado Geometria Analítica. 
Enunciaremos então o 


Teorema: 


O gráfico da função linear 
f: R>R 


X> y = ax + b, a, tb € R 


é uma reta. 


Diz-se que y = ax + b é a equação da reta r que representa a função linear correspondente. Escreve-se resumida- 


mente: 
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Como dois pontos são suficientes para determinar uma reta, então será suficiente desenhar em IR X IR dois 
pontos de cada função linear para determinar o seu gráfico. 


Assim, representemos y = 4x - 1: 


23.1. FAÇA VOCÉ: TAREFA 41 


Usando o fato de que dois pontos determinam uma reta, d) 2y = 4x - 1 
represente graficamente as funções lineares determinadas por: 
(escolha x € (0, 1) ou x € (0, 1] 


а) y = 3x + 1 


e) y-x+2 = 0 


b) у= — - 1 


f) 2y + х.#2=.0 


g) 3y = -2x + 3 
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24. INTERPRETAÇAO DOS COEFICIENTES DE UMA FUNÇAO LINEAR 


24.1. O COEFICIENTE b 


Represente graficamente cada par de funçóes lineares em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas: 


af: R> IR 
x»y=2x+1 


Para estas funções, b = L.. 
b) f: IR =. R 
X r> y = x 
fx: R> R 


X > y = 3х 


Para estas funções, b = _ 0. 
y 
c) fi: R > R 
х›у=х-2 
f,: IR > R 
x> y=5x-2 


2 


Para estas funções, b = - 2, 


йд: R> R 


x= y= x+ > 


fj: R > R 


x > y = 3x + > 


Para estas funções, b = 3 


— KLLLT] 


Generalizando-se vemos que y = ax + b 
x=0= у = . 


Então: 


ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas. 


24.2. FORMA PRÁTICA DE REPRESENTAR A FUNÇÃO LINEAR 


Como (0, b) é o ponto em que a função linear corta o eixo das ordenadas, bastará determinar o ponto onde 
ela corta o eixo das abscissas, ou seja onde у = 0. Assim, no exemplo у = 3x - 6 teremos: 
x=0 = y= / (0, -6) € £ 
y=0 = 0=3x-6 = x=2 .. (2,0)€f. Assim: 


Como você viu, doravante chamaremos a função 
linear apenas através de sua lei de formação y = ax + b, 
omitindo, porque é óbvio, que se trata de uma aplicação 
de R em R. 


24.3. FAÇA VOCÊ: TAREFA 42 


O) Represente no plano cartesiano as funções seguintes, atribuindo sempre: 19) x = 0 e depois y = 0. Observe quando f é crescente 
ou decrescente. 


b) y =1-xX 
х=й» EE c E £i. 
yat * Xa ls eoe Aku k u. 
y 
(o, 1) 
(4,9) x 
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с) у=2х-6 e) y=4 (VxET) 


f y=-2 (Мх ER). 


Vocé pode concluir facilmente que 


25. ESTUDO DO ZERO E DO SINAL DA FUNÇÃO LINEAR 


Seja y = ax + b. O valor de x que anula y, chama-se zero ou raiz da função linear. 
Ou seja: 
y=0 => ax+b=0 =» ax=-b => x= 
É um trabalho equivalente a resolver uma equação simples do 19 grau em x. O valor x = -2 representa 


a intersecção da função com o eixo das abscissas. 
Podemos examinar então o seguinte resumo: 


x<-2=y<0 x<-2=y>0 


x>-2 =y>0 x>-2=y<0 
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Esse fato permite resolver todos os tipos de: 


25.1. INEQUAÇÕES QUE ENVOLVEM FUNÇÕES LINEARES 


Vamos determinar o conjunto verdade das sentenças: 


а) 5х = 15 < 0 
Como 
5x - 15 <0 = 5х < 15 
€ х < 3, vem: 
V={xER e x<3) 


0 3 
че TV FnU 
y <0 


Estudemos 
(1) „ы ы 


Equivale a examinar as soluçóes dos sistemas 
A>0 A < 0 
ou 
B. > 0 B < 0 


Entao 
5x-1020.« x= 2 
(a > 0) 0 2 


—— A <o 
(-) (+) 


(а « 0) 0 5 
— B. — 0 B < 0 — 
+) - 
( B=0 (=) 
Esquema 
x 0 2 5 


V-s(x€ R e Q«x«5) 
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_ Estudo das inequações produto: (ах + b)- (ах + b) 2 0 


5- $320 
Como 
$*320 = x+6>0 
<> x2 -6, vem 


-6 0 
— —— — — a‘ 
у 20 


(2) Gre (#1 = х) < 0 


Equivale a examinar as soluções dos sistemas 
A>0 Р А <0 
B <0 B. > 0 


Então 
2* — 6 = Ü) + x = 3 


la > 0) 0 3 
BIE EIA s RE 
e) PR dde | 


V=(xeR e [(x < -1) ou (Х>3)]}. 


Estudo das inequações quociente: ах + b 
——— = 0 
ax + b 
Resolver: 
A B 
— oM 
> O equivale a (x - 5). (1 - x) 2 0 sendo que há a condição restritiva 1 - x + 0, pois não se 


define fração com denominador nulo. 
Assim: 


X eee у 


II 
tA 
y 
` | V 
e 
> 
A 
o 
a 
> 
V 
o 


" 
y 


L =%=0 ee x 


В=0 
х 1 Б 
i I 
é I е, ' + 
A i | 
. JUS БЫ 
B I 1 
E I 5 | š 
A/B I i 


V=(xeR e (1 < x< 5)) 


26. APÊNDICE — DISTÂNCIA ENTRE DOIS PONTOS 


Considere os pontos А = (1, 2) e B = (3, 1) no plano cartesiano. Queremos calcular a distância entre eles, 
isto é, 
d = med AB 


Para isso, é suficiente considerar o triângulo retângulo ABC da figura e aplicar o teorema de Pitágoras: 


d? = (med AC)? + (med ВС)? 


Temos: med AC = 2 - 1 
med BC = 3 - 1 


1 
2 


logo, d = 12 + 22 > | 4=-/5 
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De um modo geral, seja 
A = (xı, yi) е В = (x2, y2) 
Teorema de Pitágoras aplicado ao AACB: 


d? = (med ВС)? + (med АС)? 


тей BC с? dite гага» 
med AC O: г AN — 
Portanto, d^ = (мал. 0 hara e. 


e temos a fórmula para distáncia entre dois pontos: 


26.1. FACA VOCÉ: TAREFA 43 


Determinar a distáncia entre os pontos A e B em cada caso: 


a) А = (0, 1), B= (2, 3) 
de. (2.00%*+ (8-1)5 4+ 4 
Дд = ENE. 

b) А = (3, 2), В = (2, 5) 
d*. (5-5) 4 (as! . 149 739 
Ea Vio. 


с) А = (-1, 3), B=(3,-3) 
d*.t340* 46-23-3239" 4 


d. - А, ШЕ 
27. EXERCICIOS DE REVISAO 


" 
co 


IG +36: 54 


SEQUÊNCIA 1 


Faça o gráfico em IR X IR das funções definidas pelas 
seguintes equações: 


1. y =3x=32 5. y = — 
2.y21-x 6.y 2x 
B ys $ -x T.x42 = t = O 
4 y=1-3 8. 2x-3y+6=0 


SEQUÊNCIA 2 


Represente em IR X IR os seguintes pares de funções; 
determine graficamente o par (x, y) comum a ambas, quando 


existir: 
Е. а ub ct 
* х - 3у = -1 2y + бх = 2 
2 = ЗХ = Y ] fX £y 
d 
9 B zb 
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d) A = (4, -4 B = (0, 0) 


ДУ. (4.0)*« (soy, 154 16234 
а. ¿a/a 

О А = (2, B=0,<) 
shots" Y? tas з)“, 25+ quz 29 
d. RI 


а отво a 
de Сее в ачуз GU 
42.9 


SEQUÊNCIA 3 


Determine o conjunto verdade de cada uma das seguintes 
inequações. Faça a representação linear do conjunto solução. 


a) 2x-8>0 
x 
b -1«0 


< x 


1. 

2 

d) x - 52 
4 


c) 2x - 
x - 1 
3 
x - 2х = 1 
gp tg 


2x - 3 x-1 
> > 


f) 


v 


SEQUÊNCIA 4 


Determine o conjunto verdade de cada ита das seguintes 
inequações: 


а) (x *3) ° (2x- 10) > 0 D e 0 

b) (x+5) + (1-x) > 0 DIU 

o Q-9-6-920 w 4 «o 

d) Gx-5)-Q- 39 < 0 y <o 
x a 4-2x 

e) x(5-D20 | j) КЗ 2 0 


SEQUÊNCIA 5: (APÊNDICE) 


Determine a distância d entre os pontos А e В seguintes: 


а) А = (0,0), B=(3,2) 

b) A = (1, 2), B = (4, 6) 

c) А = (-3, -2), В = (0, 2) 
d) А = (0, 1), B = (1, 0) 

e) À = (-3, 0), B = (0, -4) 
f) А = (-1, -1, B = (2, -2) 
8 А = (1, 0), B = (0, 0) 
h) А = (0, 2), В = (0, 0) 
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capítulo A FUNÇÃO QUADRÁTICA 


28. O CONCEITO DE FUNÇÃO QUADRÁTICA 


Veja as seguintes funções de R em R: 


af: R > R b fx: R > R 
хь y = x2 xby=x-4 
c) fs: R= R d)f,: R > R 
Xx > y = 3x? - 4x xby=x-5x+6 


Em qualquer caso, temos uma função do tipo: 


f R— R 
xo y = ах? + bx + c 


onde a, b,c ER e a # 0 
Às funções desse tipo damos o nome de funções quadráticas ou “funções trinômio do 2º grau”. 


28.1. 


A 


FAÇA VOCÊ: TAREFA 44 


Identifique a, b e c, nas seguintes funções: 


a) f: R > R шш: 
A E po M 
QE ca dc 
b) f: IR > IR жс 
xe y=4x2-7 dios 
=й... 


с) t: R 


х 
+ + 
ме 
1 
1 
"As 
+ 
+ 
х 
(A 5 
G O m 
lI l II 
H В) 
ош iv 
X 


as... 
d) f: IR > IR e 
2 = b = 26... 
Xe Е m s бу O s 
e= 1... 
аа 
о BEEN Lid 
yg => bem ce. 
X > y = —x 
c = O 


68 


29. FORMA PRINCIPAL OU CANÓNICA 


29.1. Comparemos as funções: 


a) y = x2 - 4x + 4 e у=х?-4х+3 
esta é um esta não é um quadrado perfeito. Para que uma parte sua se torne um 
quadrado perfeito quadrado perfeito será necessário o artifício de adicionar 1 e subtrair 1. 
de fato: 


у= х? - 4х +3+1-1 


у= х2 - 4х + 4-1 
y = (х = 2)? LER po 
y= (27 - 1 


b) y =x? + фх + 9 е у = х? + бх + 13 


у = х? + бх + 13 - 4+4 
у = (х + 3)? у= х? + бх+9 + 4 
у = (x+3) +4 


As formas assinaladas сһатат-ѕе formas canônicas das funções dadas. 


O problema consiste em obter-se a forma canônica de qualquer função quadrática 
Observemos: 


Em y=x?+2mx+m” ou у= (х + т)? 
que é um quadrado perfeito, temos: 
a=1 b = 2m c=m* 
ou seja: o terceiro termo do quadrado perfeito, m?, é igual a GS. 


De fato: 


Aplicaçao: 


Obter a forma canônica da função y =x? + 3x 


logo: 


уу = x” + + 2 é um quadrado perfeito. 
De fato: 
3.2 
у = (x + 3 


entáo, a forma canónica de y será: 


Observe que para náo alterar y, vocé sempre adiciona e subtrai o mesmo fator. 


29.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 45 


Obtenha a forma canônica das seguintes funções quadrá- d)y=x2+6x-1 

ticas: 

a) y = x? - 4x а=] Ь:6 =p_b paia 
a a waa s > hane E bul 
E impen cum sad 

? 2 q x+ 6x +9-9-1 
portanto: 
yex'-daxe 4d 4. 
yet Кей E o. 4 = (x+3)-10 


b) y = x? + 7x 


2 
:1,b- b 3 b 49 
ei bit t. T ob). 
aX- + 9 
yax 7X Tom | | | 
alx- Æ. = M3. e) у= x” + x = 
pe5-3 Ne 
с) у=х2-2х+3 ari, dio + + = (2-)- + 
a 1 
МЕЗ А ue "TET 
"ak. n ЕС o (e 1 Eri 
portanto: 2 Ss 1 2 5 
pegue d =- d 43 1 ( +) E 


(MIA + 


29.3. Pode ocorrer que o coeficiente a seja diferente de 1. Nesse caso basta fatorar esse coeficiente а e proceder 
como nos casos anteriores. 
Veja: 
у = 2х2 - 5х, onde а= 2 e b= -5 


colocando-se а = 2 em evidência: 


- г Voce = = — = - — 
y = 2(x 5 Xx) onde а, = 1 e b; emm 2 4 5) =: "ез 
5 25 
i = + Z 2 тш 5 
portanto: y ex 7 Х + 16 RS 


ou 
que são dois aspectos da forma canônica. 
29.4. FACA VOCÉ: TAREFA 46 
Obtenha a forma canônica das seguintes funções quadráticas: 
a) y = 3x? - 9x b) y = 2х2 -5x +4 
Ҷ= 30% - ЭХ) onde a:l e b:-3 =p {= 2 (x - Ex +2) " 
25 
>. (ei, asi аЬ ob. oo. 28 
De Nt ЖЕ, =p [x= 5x -25.. 25 , 2) 
431-3 + LD 3.) > E 4E 
b. t 
= dim 2) - 27. =®%— 5), L 
= зіх- з -3 4 205-2). 2 


с) у=5х2-х+1 d) y = 4x? + 3x 


qes(o*- Lx e 1) qid pO E x) 

a bert à 

ra S Cus D U)- de |P: о a — (GIL 
IU Erde 4) ZI NV 

25 Сед. AS. a pg 

4 ( ) + 26 4.292) i ES 


asieb:-2 о. b) 
q= 2(х*- ax 1-1 ==) 
2 


а taj- E 
ya = = 


29.5. O CASO GERAL 


у = ах? + bx + c 


colocando-se а em evidência: 


b с b 
= 2+— + iS = = — 
y = а(х я =), onde aí = 1 e b, a 
A b, ы b bi. = b2 
„ыл йш Ый «Дш. 
então: 
b b? b? с 
= Жыр сч * e — 
yu a* да? au tT 
a — — 


E D _ D' «dae 
fal + uu) š 4a2 


e como b? - 4ac = A, vem: 


ои: 


estas são fórmulas que representam а forma principal ou canônica de y = ax? + bx + c. 


30. RAIZES DA FUNÇÃO QUADRÁTICA 


Dada у = ax? + bx + c, deseja-se saber qual ou quais são os valores de x que tornam у = 0. 
Basta tomar y numa de suas formas canônicas: 


b 2 A 
y = а[(х + Б e 3,1 
b 2 ^ b 2 ^ b 2 N Ata 
a De ale + ao) = =й (x + == = qz = ЗЕ (x) Na l 
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fatorando-se o primeiro membro dessa igualdade (diferença de quadrados): 


@ + > * tu Оа Г ane 
VA =b = 43 
тЫ 2а s i 2a 
=» ou 
T NE am -b + VA 
2a 2a 2a 
Donde: JE 
b-vA. -b+VA 
A sz my 


que habitualmente aparece sob a forma: 


31. FORMA FATORADA DA FUNÇÃO y = ax? + bx + c 


31.1. Seja: 
f: R > R 
x» у = ах? + bx +c, com a + 0 


cuja forma canônica é: 


b 2 A 
= + — - =т= 
pes ы ec 
colocando-se o fator a em evidéncia: 
2 А 
= х. + dn ене 
а[ ТОТИ da) Да? 


а expressão de dentro dos colchetes é uma diferença de quadrados; fatorando-a: 


VA x* b - VN ) 


y-a( tue NA xr. 


Observe que isto só pode ser feito se A > 0. 


EN -b «VA 
у= 


onde — e DOS são as raizes da função. 


chamando-as de x° e x”, respectivamente: 


que é a forma fatorada de y = ax? + bx + c. 


31.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 47 


Obtenha a forma fatorada de cada função quadrática: 


а) y = 2х2 - 8x + 6 
fazendo-se 2x? - 8x + 6 = 0, encontramos x'-1 e x”=3 
logo, a forma fatorada de у = 2х2 - 8x + 6 é: 
y=2(x-1)(x-3) 
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b) y = -x2 + 6x -6 d) y = 4x? - 12x + 9 


z 
a =O => x'=3+V/3 e x= a-43 4x-12x «920 & х= х= E 
= x-(3+/3) [x -(a-43 ] ad. š -3 a 
q ). (2-43) REN 
o) y = 3x - 9x е) у=-х?+х-2 
Зх°-9х=О < X=0 e x" 3 -X+x-2=0 аә Ло 
у= 3x (x - 3) ‚о. função mão pode ser escrita na 


" formo. fatorada 
32. CONJUNTO IMAGEM E EXTREMOS DA FUNCAO у = ах? +bx + с 


32.1. Seja: 
f.R > R 
x» y = ах? + bx + c, com a + 0 


Devemos examinar os casos em que a > 0 ou а < 0. 
19 caso: a0 


2 
ї>0 e (xt > 20 (quadrado de um nümero real) 


logo: 
( 2a 


T€ А i 
e adicionando-se - — aos dois membros, vem: 


4a 
b A A 
+ —)_ — IS. 
vui dar ar" 

b i ; 
mas, a(x ir - uz = y, isto é, o primeiro membro da desigualdade é y escrito na forma canónica. 
então temos: 

A 
ы ` 


Do que se conclui: 


a > 0 = y>- 2 


ou: 


29 caso: a < 0 
b 2 
a<0 e (x +55) 20 
logo: 
b 2 
а(х + ==) < 0 
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б Д : 
e adicionando-se - — aos dois membros, vem: 


4a 
b ^ А 
a(x + эр) da < - da 
ou: 
А 
YS- а 
Do que se conclui: 
a<0 > y<- Š 
ou: 


32.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 48 


Verifique se as funções seguintes, apresentam máximo 
ou mínimo e determine o conjunto imagem de cada uma delas: 


а= 1 =a Z 02f tem Mínimo 


b) f: R — IR 
x > y = -2ҳ2 + 5x 


№= 25 = - à _ 25 
4. в 


O.--2, —p0«0 =p f tem máximo igual a 25 


Im (A {y lyer eye) 


c) f: IR => R 
xe y=x2-5x+6 


А=1 = - O i 
49. 


— 


q 
a:i => ато => {ет mínimo igual a - i 


Тев e а> +J 
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d) f: IR > IR 
xe у= х2 + 1 
Д=-440 => - A . | 


Ga 
a:i =p avo ар f tem minimo igual a 1. 


тм af y МЄК} 


е) f: R > IR 
x > y = -3x2 + 4x - 1 
A:4 = 4, 4 1 


“a. £z 3 
Q.2-$-—p асо æf tem máximo igual ey 1 


IntP-] yy ER e44 +) E 


32.3. AS COORDENADAS DOS EXTREMOS 


Vimos que v (x, y) € IR X IR, temos: 
b 2 А 
= + — ан a, É 
уе дат! 
O ponto máximo ou mínimo será chamado vértice ou extremo da curva que representa a função f. 
Chamemos de V, = (Xe, Ye) a esse vértice. 
Sabemos que a ordenada, y,, do vértice é y, = - 


4a ` 
Calculemos а sua abscissa, xe: 
b 2 A 
ye = а[(х + БЕР ERA 
como ye =- л, vem: 
А b «2 А А А 
клас» + A р Бат 2 
da = Че + 2) = да] agp tz) дт. > 
2 b 
=> Ü = (+=) & x. + = = 0 e 
2a 
= | x * 2 
e Ja 
Logo 
32.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 49 
Determine o vértice da curva que representa a função f, 
em cada caso: 
a) y = 3х2 - 4х d) y = -2x? + 3x + 1 
Xa = Relo = 4 = _2_ Xe: L3 Ll > 
е 2а wU == T 3 UO ———— 20 4 
MO E es 25. . AZ 
XB e TES EE eter durs evt RR A Za 8 : 
apresenta ponto (MÍNIMO (Lo, 24.) f apresenta ponto máximo :( 2,1 
b) y = —2 + 4 e) y = 5x? + 3 
Xe: zb 0 Xas-0 O 
Ra 20 
je = zô = 4 Де = 24. z -32 
чо. sa 
f apresento ponto máximo (0,4) f apresenta ponto mímimo : (o ,-3) 


Xes -b „ -1 
га. 

е: -ô E -Z 
a 


+ apresenta ponte minimo : C1,-2) 


32.5. RESUMO 


Dada a função f: IR > IR 
x > y = -х? + 7x - 10 


determinemos: 
a) as raízes 
- + VA _ =? £N 49 - 4- CD - (-10) _-1:y9 Er 
LO шы с AEN Ludi NN" ia E 
ou х= 753 х= 5 ой x22 
portanto: 
Nue 12 58] 
b) o vértice 
b ^ 
Mo da 
PIC AT = 
== = 
VUL Мы ы den А а. 
Бы 4а Уе = zd Ye = 74 
QN E Е 
a=-1 > а<0 > Ve = Ср) é máximo. 


c) Um esboço do gráfico 
У = {2, 5} = acurva que representa f corta o eixo das 
abscissas, nos pontos de abscissas 2 e 5, respectivamente. 


Wa E, > é máximo 


d) os valores de x tais que y > 0 
observe o gráfico e verifique que: 


y> 0 = 2«x«5 


e) os valores de x tais que y < 0 
observe o gráfico e verifique que: 


y < 0 = x<2 0 х>5 
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32.6. FAÇA VOCÊ: TAREFA 50 


1. Dadas as funções seguintes, determine: 
a) As raízes, isto é, os valores de x, tais que y = 0; 
b) O vértice; 
c) Um esboço do gráfico; 
d) os valores de x tais que y > 0; 
€) os valores de x tais que y « 0. PN 


а) y = x2 T 

х= X" «0 

b) нен 3^ 9 
€s = = 

d) »o V“ ухе 

е) хє | усо 


= Ve : (o,o) е^ mínimo 


d) 470 == -2-x-2 
е) 49 «Ф *<-® ou X72 


с) y = 3х2 - 6х + 3 


4 e 
о. => Ve=[ 1.0) e mimimo 
e= — о 


d) PO ap TER, Vx 
e) xeR|y<o 


d)y=x2+6x+5 
a) X*-5 ex'=-1 


b) ET zb =-3 V " 
æ e == É. ss e e= (3-4) e mimimo 


“a 
a) Q?O a—m X<-5 ou X»-1 
e) sd ab -5< x<-1 


e) y = -3х2 + 3x - 1 

a) dxemli1-o 

b) Xe=-b. 
% 


Ca e 
d) $х<т\у>о 
е) *x«R = wo 


77 


— 


33. EXERCÍCIOS DE REVISÃO. 


SEQUÊNCIA 1 


1) 


2) 


Escrever a forma principal de cada função quadrática: 


а) у = 2x? - 8x +6 f) y =x? - 12x + 37 
b) y = -х2 + 6x - 6 g) y = 4x - х? 

с) y = 3x2 - 9x h) y = 2x? - 28x + 96 
d) y = 4x2 - 12x + 9 i) y = x? - 40x + 800 
е) у=-х2+х-2 ) у= -х2 + 2х - 2 


Determinar рага cada função quadrática do exercício anterior: 
a) o conjunto imagem 

b) o vértice, dizendo se é máximo ou mínimo 

c) as raízes 

d) o gráfico 


SEQUÊNCIA 2 


1) 


2) 
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Determinar o conjunto verdade de cada inequação: 


-х2 + бх - 8 


a) -х2 + 6x - 6 < 0 
id x? - Ax + 3 Am 


b) x?-4x-12«0 


La CE 
с) 2x1 - 3x -2«0 Ya -10 77 
Sendo x, - 22 YA e х2 = A raízes da 


função quadrática determinada por y = ax? + bx + с, deter- 
minar: 

а) X, + x2 em função de a, b, с. 

b) ху • x2 em função de a, b, c. 


SEQUÉNCIA 3 


1) 


2) 


3 


м 


4) 


Determinar os valores de т па função determinada por 
y = х? - (т - 1)х - m de modo que: 

а) а ѕота das raízes ѕеја 4; 

b) о produto das raízes seja -4; 

с) a abscissa do vértice seja —5; 

d) a ordenada do vértice seja 16; 

e) uma das raízes seja -2. 


Na função у = 8x? - (р + 1)x + (p - 7), determinar p de 
modo que: 

a) uma das raízes seja -3; 

b) as raízes sejam números simétricos; 

c) as raízes sejam iguais; 

d) uma das raízes seja 0; 

e) a curva passe pelo ponto (-2, 3). 


Determinar os valores de К na função: y = х? - 6x + K, 
de modo que: 

a) as raízes sejam reais e iguais; 

b) as raízes sejam reais e desiguais; 

c) as raízes sejam imaginárias. 


Determinar os valores de p de modo que a função quadrática 


у=х?+рх+р- 16 tenhas raízes reais. 


А ЕОМСАО 
capítulo EXPONENCIAL 


34. DEFINIÇÃO 


Veja as seguintes funções de IR em IR: 


af: JR > IR bfi: R > R | 
X => y = 2* xo y=(3) 
o) f: R > R d)fa: R > IR 
2 X x 
Xu ywio) хњ у = 5 


Em qualquer caso temos uma função do tipo: 


f: R> R 
x» y = ах 


onde 3€ К, а> 0 e al 
Às funções desse tipo damos o nome de funções exponenciais de base a. 


34.1. FAÇA VOCÊ: TAREFA 51 


Identifique a, nas seguintes funções exponenciais: 


a) f: R > IR d) f: R > IR 
xe у= 3Х =» a=3 х > y (Vs =» а= Ja. 
b f: R > R e) f: R > IR 
x > y = t= e 7 x= y (5) а= 5. 
2 z 
c) f: R > R f) f: R > R 
x > y = 45 = а= 4. Kk RE а= шь 


34.2. Observe que a definição de uma função exponencial: 


f R> R 
x» y = ах 


impõe que a obedeça às seguintes condições: 


1º) a€ R$ 
29) a #1 
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Vejamos as razões dessas restrições. 

Consideremos a relação R = ((x, y) € IR X RIy = ах}, quando: 
19 a=1 

Procuremos alguns elementos de R: 


xz]-eyzl mono У = —— (l, 1) € R 
x=2 = y=1+ == y = fi = (2,1) ЄК 
LE TE 12.4 = pendens md (Ай. ON z. 
х=0 аа Le 9° 9 жеб, ӨЕ... EI R04.) f e 1 a 
x = -1 = = E ARS e mp um d е zum LA) ER ЛЕ РРА 


Observe que ух Є R = у = 1 =» у= 1 
isto é: 
a = 1 = К é uma função constante (um caso particular de função linear) de IR em R. 


Essa é a razão de se impor que a seja diferente de um. 


29). az 

Procuremos alguns elementos de R: 

x=-2= y = 02 = у= 0 ==> (2,0) ER 

x = -1 = y = 0 “= y = су = (-1, 0) ER 

x = 0 = y = 0° = у=? o símbolo 0° não é definido!! 

O elemento 0 não tem imagem em R. 

portanto: š 
а = 0 > R nào é função de R em R. 
Porisso, impõe-se que a seja diferente de zero. 


3º) а<0 
Fagámos, por exemplo, a = -4. 


Procuremos a imagem do elemento lc IR: 


1 
х= = = y=(-42 = y=V/4 = yé F. 
isto é: 
o elemento - não tem imagem em R. 
portanto: 
a < 0 > R não é função de IR em IR. 
Essa é a razão de se impor que a seja um número não negativo. 


35. GRÁFICO DA FUNÇÃO EXPONENCIAL 


35.1. a) Consideremos a função exponencial: f: R > IR 
X > y = 2 
Vamos construir uma tabela de valores x e y: 
É 1 1 
K = uma yw 2 нун = y = s 


x 


-2 = ape Йе de x = Læ NEN do. EOM m 
2 
x = -1 = ае СОАТЕ: х= 2 = Mm Re z.A 
2 


x = 0 = 


o 
Š 
P 

aj 
у 
k= 
x 
I 
w 
as 
3 
s 
7 
io 
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b) Consideremos a função exponencial: f: IR > IR 


-3= y = (3) = y = 33 = y = 27 
de ys AE E 
-l= y = + E nam Bd 
-— y = (p) Ya. TUUM 
= y = (rmm qa A. S ENS 
=> у = тта 8.) М ЖИРНЕ 
= = 1 £ 
y T) 554. ESTAS 


81 


35.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 52 ET. 
o) y-G) 


Represente graficamente as funções de IR em IR, defi- 
nidas por: 


a) y = 3X 


35.3. CONCLUSÓES y 


S 


O gráfico de f: IR > IR , tem a forma: (0, 1) 
X > y = ах 


e f tem as seguintes propriedades: 


a) (0, 1) € f, para qualquer valor de a, pois: == y = a? 
b) f é crescente, isto é: 


с) хә +оо, у > +оо 


Ш 
рр 
l 
< 
Ш 
— 


d)x > -%, y> 0 
e) f é tal que: Im(f) = {y € Riy > 0) = IR* 


Como f é injetora, se considerarmos f, como função de IR em IR*, f será uma função bijetora. 


29 caso: 0<а<1 
O gráfico de f: R> R , tem a forma: 
X => y = ах 


(0,1) 


e f tem as seguintes propriedades: 


a) (0, 1) € f, para qualquer valor de a, pois: = у= а= | y=1 


с) хә +o, y>0 
а) х > -%œ, y> te 
e) f é tal que: Im(f) = (y € Riy 20} = R* 


Como f é injetora, se considerarmos f, como função de IR em IR*, f será uma função bijetora. 


35.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 53. 


1) Sendo x < 0 e sabendo-se que aX > 1, o que se pode 
afirmar sobre o valor de a? Justifique graficamente. 


X< e ari =p O <a <1 
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2) Se a >1 е aX ё tal дие 0 < ах < 1, então o que se 
pode afirmar sobre o valor de x? Justifique graficamente. 


ale old LÜ x26 


3) Se 0 <a<1 e aX > 1, o que se pode afirmar sobre o 
valor de x? Justifique. 


ОХ» 1 => >Q , сото ocaoc«i,Temos que ` 
Q*» 0° => X< o 
y 


Exemplos: 
19) 23 » 25 © 28.+.8. = 28 

Зозе cde 3.3. - .2. 3.3 
o —) . (= =(= =(— 
29) GG = (0 E 
Exemplos: 
o S . 2 PS 5. = 3 
19) (SY : C3) = (3) = (-3) 


К 2 
E t= 0)" 


Exemplos: 
19) (5°)? = 5.2.3 € 56 


E E 
29 МУ] AA 


Exemplos: 
19) (2.3 = 2.3% 


с ОТЕ A a 
29) Cs ss) = (-5) E (тг) 
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Exemplos: 
5 
9) 0) - = 
УЗ (VS) 


а + 0 

Exemplos: 

E 1 
19) 2° = 55 

z, 

51,72 1 712 ү 
[9] psd, == = = ч 
&) Gm) e——- C2) E 

(>) 


Exemplos: 

3 
19) 25 = 523 

3 3 3 
o XUL PS =, 
29) C) 4 


36.1. FAÇA VOCÉ: TAREFA 54. 


Complete, aplicando as propriedades de potências: 
©-2+ 


5 
E QT к жы O ы ONE RIS куз 001.4 m [otot ) m 
-3+6-2 т |—— SH | = 8 * anui 
2) En š (sy . (sy 2 67 Ria p “8 à ) (0,0001)? | 7 ker O MT O = 10 
- - 1 - 
im Vii Па ш д gU А dá 
É -3 : 
— = 2/3 8) E li - Aus 2) ЖЕТЕР PARA 
125 32 É 
Pla Ves) * A „Ж 
9) Vaya a = „бы IA A a 
a T "f. (20-28 
БЕИТ dy di Ë 2 (3.2 
V 81 -2 L S V ° 53 Г = 10) s 2 35 
6) E i = = | Вя s L1 23. -— 54. (36) 2 КЕЕН РЫ ЕНЕНЕ ЕЕЕ ЕЕЕ 
16 cR c аке ev am 3 4 
ES . 
- 23" 37x 
37. APLICAÇÕES 
Determinar o conjunto verdade das inequações: 
2*1 
2 2 2 
=ў > (I 
(> 1 (GE 
2 == x < 0 
= <1 
portanto: 
V=[xlxeR e x & 0) 
b) 3* < 9 
3*<9 — 3х < 3.“ | 2 
И "2 
portanto: 
V = (x € RIx < 2) 
37.1. FAÇA VOCÉ: TAREFA 55. 
I. Determine o conjunto verdade das inequaçóes: 
1) SÁ >1 2) Se <9 
x x o -2 
3 1 3 š 
(3-) >1— (35 > E adia dish i zd. 
2 2 2 & < 
) ( ) K na (4) ) (+) = XZ - 2, 
A? Дак 
Ме ETT n V = inta nod] ааламиин она 


3 p«r 
Lyric 
xL NL ¡A 
& 


У = dice IR eod divina i vx VU IY NN KO VOY VENTRI 


4) D > 9 


A Eb 
a < 
|a un | uite us: AL A O 
5 с < s 
ION 
5 з => X 7-2 
+ 1 
5 
y. „Дає Вах. za) id ул gena ЕА 
-X 1 
6027 »2 
27% * ga 
=> -X >-3 = X43 
Ж > 1 
У = Lace. 8] OR 


7 (273) > 22X 


ZA > 22 
=p -3X Z2 X =, хао 
É > 1 


У = WI ое РЧР pras deu sura ca dedo 


=p 3x¿1 р x< À 
AFA 5 


У = E E 1.3 ————————————Á 


ўа 1, Оа 


e” > o° 
=b x< O 
S <o z і | 


У = Axe Rc xs) A A 


10) Б^ >b?, b>1 
b* > b 
bi =p X > 2 


Vs dca aa boo Rd 


86 


II. Determine o conjunto verdade das equações: 


1) 2*2 32 
2X2 32 < 2X =- 2 => x25 
portanto: 
У = {5} 
lx 
2) (q = 1024 
Gy. a É =p x. d 
UR e froh... 
TER Бї 


V= 2a b. 


8 (Y = 81 


Sa E => Xa —4 


7. z 
У = 4-2. 
11) 3% = V9 
3*. 3% — х= 2 
5 


12) 2* = 24/2 
1 
2 = 2.2 ар $a 


Ye EIS 


HI. Determine o domínio das relações de IR em IR defi- 
nidas por: 


1) у= VbX-1 


° 
3 =>» «= 6 


(b >1) 
Ь®-\»о Ы, р bb — х»о 
* 
D = В; 
EE 
2 Y = = 


2-8 +O = 2”+8 — 2. 25 o ХФ 
D-l|xem |x+ a] 


38. EXERCICIOS DE REVISÃO 
SEQUÊNCIA 1 


Represente graficamente as funções de Rem R definidas 


por: 
а) y = (2) o) y = (- 4) 
= (у = (2X 
D Уха (5) d) y = (7) 
SEQUÊNCIA 2 
m 
Escrever na forma a" com m, n € Z e a número primo. 


a) S/2048 


b) (6561? - V 27)? 
a (625) |2 

9 |J B125) 

4) 169 : V (21972 


2)? 


pe 
e) (3335: [(49) 


f) (81)2.\/243 


SEQUÉNCIA 3 


Verifique se y € R, sendo y uma das expressões seguintes: 


1 3 
a) y = (45)? f) у= c7» 
A 2 
b) y = (-45)2 g) y = (-243)° 
3 3 
c) y = (-81)° h) y = (25) 
3 2 
d) у= (-81)f i) у= (-25) 
2 а 
е) y = (-7) p у= (-2)° 


1 


157 
Gp -27 


3) y = * 


[gatis RE 
D=ÍyeR|x<-3) 
4) у= У 5Х-1 


x x ж. о 
5 -4170 —=— Š 51 + 5 25 => x xO 


D= (e m] xo) 
Uns, Mabe 
da У 2% - 32 


-X m 
£ -32 >O omb 2 E cus =p x< 5 


Dps[x« R |x<5) 


SEQUÊNCIA 4 


Determine o domínio das relações de R em R definidas 


por: 
а) у= МЫХ-1 6>D dDy=NV5*-125 
1 T 
b) Y = X128 9 y = 77х32 
1 1 
c) y = f) y= ——— 
(SY - 243 У 81 - 3% 


SEQUÉNCIA 5 


Determine o conjunto verdade das seguintes equações: 


MS р sx = 55/25 
b) 2X = 64 g) С е1 
© (E Š EN m 3* 29/3 
d) (49* = 7 pas 
Edi € 
9 P (4) = 197 


SEQUÊNCIA 6 


Determine o conjunto verdade das inequações: 


а) 21 0 272 < (2) < 23 
)r«q*«» Q6 >1 0 <a < 


o d» 4% h) bX 2b50«b«1 


а) SF < 3х ) bX >b (>р 


o) 52 < (t < 5 р > 
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ESTUDO DOS 
capítulo LOGARITMOS 


39. O CONCEITO DE LOGARITMO 


Veja: 
a) Dados 2 e 8, 3x12%* = 8, pois, 2* = 2% L x=3 
b) Dados 8e 2, 3xl8* = 2, pois, Q*y* = 2 — 29 =2+3x = ] = x = = 


c) Dados ^ e 27, 3xi Cp" = 27, pois, Gr) = quA mee SP ge Ae EE X m 23 


d) Dados 27e ixi 2T" = T pois, gay "dE Ra AA zi o Xxx + 


А " ne 1 : 
Se considerarmos as funções exponenciais, por exemplo, de bases 2 е 3° respectivamente: 


_ 2Х (Lx 
hy=? hy = (3) 


Dado um número positivo, yo, sempre Dado um número positivo, yı, sempre 
existe um número real, xo, tal que existe um número real, xı, tal que 
1 
20 = yo G = Ун 
isto é: isto é: 
1 
муо € Rt = Jx € RI2™ = yo wy; € Rf = 3x, € RI(S)'! = y 


E como a base de uma função exponencial é sempre um número real positivo e diferente de um, podemos 


dizer que: 
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40. 


Exemplos: 


a) Dados i e 125, existe x tal que С^ = 125: 


с^ = 15 s (5^ E 5%. => 4H = 52.. = == 3 => x = -3 


e n mnn 


D P PP DS 
b) Dados g °з; existe x tal que ( 3 y = 3 

2) - E с зг, Зак (34, zu E 

( ) = (5 ) É =G = (5) = (S) =» 3X = =Ë = х 3 
c) Dados У2 e a existe х tal que (V2)* = E: 


i - 
(VI = c = Gy = д = Pads к= z - = ив 


d) Dados 0,1 e 100, suns x tal M. (0,1)" = 100: 


(01) =100 => (109 = 10% — 10% = 108 x= 2 = 


DEFINIÇÃO: LOGARITMO DE UM NÚMERO REAL POSITIVO NUMA CERTA BASE 


Vimos que, dados a, y € IR$, com а £ 1, sempre existe x € IR tal que ах = y. 
Por definição, o número x chama-se logaritmo do número y na base a. 
Então, vale a equivalência: 


Exemplos: 
2 2 =» poca 
bo =3? = log s> = -2 


a 100 = o* — 108 19100 = 2 
e) (— z= lo 8 =3 
) 5 p Ë 2 mE 
f) 207" = 0 A = -3 = loB jo .$,994... 
Em log, a =c, tem-se: 
b > base do logaritmo є 


а — logaritmando 
c — logaritmo de a, na base b 
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41. APLICAÇÕES DA DEFINIÇÃO 


Determinar x tal que: 


19) log; V8 =x 
z 


1 
lg V8 =x =» (7) = JR... =» Q2 =» 2.2 x= а. es 
2 
=> x= 12 
2 
29) log;x = е: 
+ Š 
= & 214, 34 3,4. 
loge x. dito = x wh Es WDR mx c 
39) 1 : 
5 Og =т= 
в, fg 
1 1 1 
log == 3 € x & | € — = — > x = v 2*- => х= УУ 22 => 
x Ç 8 Vê x? 8 
<= x= ç 2 => x= 2 
41.1. FAÇA VOCÊ: TAREFA 56 
1. Utilizando apenas a definição, calcule os seguintes logaritmos: 
1 
1) logs 27 = x А 6) loga 743 =x e 
3270 ds x=3 32 hd х=-5 
. leg 27=3 T: E 
“Y 94$. SAS 5 
2) logs81 = x МЕРА 7) loti 343 = x 
3'.81 а 3”= 3! ар X=4 ud FE EM. x23 
| (9 > Ge e= 
E 81 =4 aj П з 
RE ңы с = 
3) log, 32 = x 8) log = = x 
T -5 Cj x -2 
11.32 A A hs X=-5 AY. 25 Er ve a X= = 1, 
= =, E) = 5) = HF E AL) 
ba 32 -5 log 25 „-2, 
En la 4 
4) log 81 = x 9) log, ; 0,008 = x 
є y E , 
(4 )=S14— ex» (4) 5 gas (о,2)= 0,008 a> (92 «o2! a— x= 
Vw s vs NS 
log, 91 z^ 2s lo 0,008 = 5 
16 lea 
5) loga вт =X 10) log¿ 6 =x 
х Ex [| 1 
2 Y 4% ae 2 =4 6 = барь b -b 2x = Í =р жа + 
($) = ge = (= (2) * E uii я 
«o de V ^ i. loq 6 = £ 
lj er в Z 
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H. Determine о valor de x em сайа uma das seguintes 
relações: 


1) log, x =4 
aa “=> X= lb 
2) log, X =4 


xo) а X= 00016 


3) logsx = 3 
4 2 4 3 4 
x= за x= N 3 As sea N 27 
4) log 7x = 5 
5 
х.ар y 2º = x x=4/2 
5) log, x = 2 
E E 2 
XL] ар X223 4—9 X=3 
6) logz x = -2 
z 


> xs 


7) log, x = - + 
2 2 2 
-2 + 3 
х= +) * Lela aep. X5 Ñ 1] 
E) 
8) loga X = - 3 
S эг 
х= (2) архе i a x i 2, 


3 
9) log, s X = 


3 
3 т à 
I ч 
хоз) — х) х= dn NE 
2 

10) log, /z X = - 
A, 
2 


: 1 
x= (2427) dc Xs Pa i zx 2? 


10) log, 3 2 = 


HI. Determine о valor da base x em cada ита das 
seguintes relações: 


1) log, 81 =4 
Х*%=81 =» х = 4/81 а х= 5 
2) log V16 = 2 


х“. 3/16 а= = x J 4 


16 
3) log, ЗГ 4 


5) 108, 0,00032 = 5 


= O,00032 а *X=0,2 
6) log, 243 = 5 


х5- 2434 х= 5 


9) log, 37 ` -3 


-3 3 
x = 8 ар x= 27 =, X= 3. 
z в TY * 


2 
4 


- EAR CEN DOE „=, 


м 


42. А FUNÇAO LOGARITMICA — DOMINIO E CONJUNTO IMAGEM 


Dada a função exponencial: 


como f é bijetora de IR em IR*, f admite inversa, f^! : 


fl: Rt>R 
x e yix = aY 


onde, х= ау <=» у = log, x 


isto é, Ё! é uma função logarítmica: 
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Sabemos que a função exponencial: 
f: R > R? 
X —> y = aX 


| * 
tem domínio: D(f) = R. e conjunto imagem Im(f) = Ra 


logo, a sua inversa, a função logarítmica: 


f':. RES W 
х — y = log, x 
tem domínio: D(f-!) = Im(f) = JR isto é: 
e 
conjunto imagem: Im(f) = D(f) = KK. isto é: 
Observação: 


Note que a expressão só tem significado se: 


19) a base b é real positiva e diferente de um, isto é: b>0 e bl 
2º) o logaritmando a é real positivo, isto é: [0] 


42.1. APLICAÇÃO 


Determinar o domínio das funções definidas por: 


a) у = log, (x? - x) 
Temos condição de existência ou C.E.: 


10) base positiva e diferente de um 
a base desse logaritmo é 3, portanto satisfaz a C.E. da expressão dada. 


29) logaritmando positivo 
o logaritmando é x? - x; devemos, então, determinar os valores de x para os quais x ак > 0: 
xX-x>0 es x< ou x»1 


Logo, D = (x € R|x<0 ou x>1) 


b) y = log (x? - 7х + 12) 
CE: 
19) x>0 e х=1 
29) х2-7х+12>0 => x< 3 ou x 54 


Note que o domínio dessa função é o conjunto dos x que satisfazem as duas condições simultaneamente: 
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12 condição: 
23 condição: 
intersecção: 


Logo, D = Ix € 10 <х<1 ou 1<x<3 ou x4) 


42.22. FAÇA VOCÉ: TAREFA 57 5) y = log, , Cx? + 5x - 6) 
19) X-170 (=) х›1 e x-41944— x2 
Determine o domínio das funções definidas por: 2)-x^*.5x-6»o0 <> 2:<x<3 
1) y = log, (x - 3) 4 z 3 
2 


É condição 


-9?0 € > е 
se» Š idis & condição 


logo De [xc R[x»3] intersecção 
2) у = log; (x? - 3) logo, D-{ xe | 2<x<3) 
x'-3»0 € x«-(3' o x» 43" 6) y = log; (x? + 1) 
VxeR => x*,1>0 
logo, D= {хек |х 3 ou x>+ {3} logo DR 
7) y = log, (-x2- 4) 
3) y = log, (=x? + 5x - 6) d 
+ -X-4»o = x*4o : B| x4 «o 
-X".5x-6»O04 24043 lego, D= À 
8) y = log, 8 
logo; D*ixeR| 2<x<3) X-5>0 (=) x>5 e X-5+1 => XH6 
logo, D=(xeR] 5£X<6b ou x>6) 
9) y = log, x? 
4) y = log, G2 - 7x + 10) 12) X>0 e Xx і 
И) X>0 exti 22) x*»0 
2?) x-?x«1070 <=) X<? оо X75 logo, D-lxe R] x70 exta} 
° i E 5 10) y = log} (x? - 4) 
I* condição ALADO (= x4-2 os 452 
2? condição logo $ D=lxeR|x<-2 ou x>2) 
milersecgLo 


lago, DilxeR[ocx<1 оо 14Xc2 ou x>S] 


43. GRÁFICO DA FUNÇÃO LOGARITMICA 


43.1. a) Consideremos a função logarítmica f: IR* > IR 
х — y = log, x 


Vamos construir uma tabela de valores para x e y. Note que é mais fácil dar valores para y e obter x: 


y = -3 = 108,х = -3 < x=2? => x-— 


8 
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у А É 4 
=-2— bax =й =» xcu X72 


у 

у = =l ааа í—— 
y =0 = deii Fs eR dd "—— 
y =l = e dom e qu 72, O 
y 
y 


= 2 = „Лаф 3m. a e 282. mp a ki ed 


= 3 = «dag а. анау Ro eei. S: mu tue. 


b) Consideremos a função logarítmica: f: R$ > IR 
x + y = log, x 


l 
y = -3 = 10рх = -3 <= x (3) 
3 


y = -2 = log, x 
3 


II 
I 
N 
| 
x 
" 
ka 
| 
` x 
II 
io 


A ‚ o. NM ut š.. 
20 — log KE. LEX: di d ouis. n. L... 
у=0, ABBA MA A 4% «= 


I 
o 
> 
" 
^ 
jl 
+ 
] 
p 


= 1 log у= 3. E (ME A o s г 007. A 
у — + Ое Х.Х to (Cum š 


y Жо ^ ANE. — To ч CA Сия 
ПИН = RA eem 4 = > А 


= log; x 
43.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 58 "y °з 


Represente graficamente as funções de IR$ em IR, defi- 
nidas por: 


a) у = logyx 


b) у = log, x ент 
2! — 
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43.3. CONCLUSÓES M 


depo 
O gráfico de f: R* > R , tem a forma: 
X +» y = log, x 


(1,0) 
e f tem as seguintes propriedades: 
a) (1,0) € f, para qualquer valor de a, pois: 
Xm >y=logl e» aY-1 e» ау =а? > у=0 
podemos, então, escrever: 
log, 1 = 0 
b) f é crescente, isto é: 
C) x > to, у > +оо 
d)x > 0, y > -œ 
e) f é bijetora de R¥ em IR 
0<a<1 hy 
O gráfico de f: R$ R , tem a forma: 
X r> y = log, x 
(1,0) 
e f tem as seguintes propriedades: 
a) (1,0) € f, para qualquer valor de a, pois: 
x=1 |»y=logl e» ау = Lo = ау а" = | y=0 


também, podemos escrever: 
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b) f é decrescente, isto é: 


C) X э +оо, y > -oo 
d)x > 0, y > too 


e) f é bijetora de IR? em IR 


43.4. APLICAÇÕES 


Determinar o conjunto verdade das inequações: 


a) log, x > log,3 


Observe que os elementos do conjunto verdade de uma inequação logarítmica, devem satisfazer a condição de 
existência de cada logaritmo que aparecer na desigualdade. 


Temos: 


log, x > log, 3 
[e [555] 
2:551] 


V será a intersecção dos dois conjuntos obtidos: 


isto é: У= {хє RIx > 3) 


portanto: -2 = log, 9 
E 


substituindo-se na desigualdade: 


log, x? < log, 9 
3 3 =x >29 es x -9>0 es E x00. X > 3 
А ы 
3 


E 29 W x 3 V=1x€ Rix <-3 ou x3] 
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f) log; 6 = 1) < 3 


43.5. FACA VOCÉ: TAREFA 59 
€.S.: xt 17029 X4- ou X2! 


Determine o conjunto verdade das inequações: log, (1) < log, 3 \ -5 * x < Š 
1 e 2 L 
a) logyx < loga > 
сЕ: X70 
log X 2 loq к x < A 
351 Tox 2 yzlxe Rm] -34%<-5 ou RETES, 
v=lxe В|] O < x < Ed NS. o 0 
log x 2 log! ei 
b) logro 2x 2 log,o X 5 524 5 
C.E. 420 
log 2% > loq 2 ә 247% =) ХРО 
Jo»1 


М={хє@|о<х<1} 


ya (x< RJ xo] h) log, 62-1) > 3 

C.£.: Ш} уо => %4-% ou X> k 

-— (x? nm 12 к. шш deas? 
L 


c) logy% > D 
CE. + FO 
log, xx 20 => leq? legt | AL 
324 
у= le R| -(f3«xX24-1 ov 1ex« (3 
va lxe m | x21] i) lg; x < 0 
idis >@ ©.Є.: X>O 
се :X»o log X ae log x < log TAi 
loq * >O =? lex >! * з Уз Уз 
ауе +< 
5 
КЕ RA V=lzer | xs] 
e) logs <2 D log; (X° - 2x + 2) cp 
CE. LAO, bes гү omw aza temos: |CE: Yx, xºtx+1>0 
= 2. \ = 
"E zm lesa x< og, (е ¿x*2 )2 Ыы 2 234542 514 => 
374 274 
z»x*-21x.120 ш> ХЖ { 
va ixeRe.ocxas] м. {хє | 21) 


44. PROPRIEDADES OPERATÓRIAS DA FUNÇÃO LOGARITMICA 


P,. Propriedade do produto 


Prova: 
façamos log x, = y; e log x = У 
temos: 

log x, = => а?! = K 
BX1 = yi ya 


ç multiplicando-se membro a membro as duas igualdades: 
log,X2 = уз = À = Xz 


2 
Ф. Nox. 4 х= Au aa AÁX— 
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pela definição: 


PRA id é A e log, (xı * x) “ыз des 


2.1% 
portanto, substituindo-se y; e у, : 


log, (xi ` X2) = log ху + log, X2 


Aplicacáo: 


Dados log, 2 = 0,3010 e log,,3 = 0,4771, determinar o valor de log ¡y 6. 
temos: 


P 
log, 6 = log, (2 - 3) = 108,2 + ...log.. з. = . SO SOLO + 04771 
to 
portanto: 


10р 16 = 0,7781 


P2. Propriedade do quociente 
Prova: 
façamos log x1 = y, е log, x2 = ys 
temos: 
РД 
log x, жу cm Сыз E À 
Ya dividindo-se membro a membro as duas igualdades: 
log х: = уз © OR. 
х2 
pela definiçao: 
yim — X uc ы 
a oin Т СООР 


portanto, substituindo-se y, e y;: 


log, X = log, x, - log, x; 


Aplicação: 
Dados log, 2 = 0,3010 e log,,3 = 0,4771, determinar o valor de 108 3 
temos: 


Р. 
logo 2 10892 - 189 3... = 0,3910... - 0,4771 
lo 
portanto: 


log, 5 -0,1761 


Ps. Propriedade da poténcia 


log, x' = r - log, x r€ R 


Prova: 


façamos log, x = y 
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i40 о adya” 


uy v 


SG" u. yuat + 


D 


£ 


май 


temos: 


log, x = у de q = Ж ) elevando-se os dois membros dessa igualdade ao expoente r: 


> 
(Y) = x^" <= ау = хг 
pela definição: 
ау = x! => log, х! = К... 


portanto, substituindo-se у: 


log x" = rlog x 


Aplicação 
Sabendo-se que log,, 2 = 0,3010, determinar: 
a) log,, 32 
5 Pp, | 
log, 32 = log 2 = 5-. Jog Z —5.0,3010 
lo 


portanto: 108,32 = 1,5050 


b) log, Y 2 E 
2 
logo VZ = log, 27*» 7º. log, 2... = cd. 03010 
portanto: log, Y 2 = 0,1505 


P4. Propriedade da mudança de base 


O problema consiste em obter-se log, x em função de log, x. 
façamos log, x = y 
temos: lg,x-y e pt = X 


mas, se bY = x, então, log, БУ = log x 


ou, aplicando-se P3: | b log, x 
у-109 0 =logx = : 
a a log, b 
portanto: og, x 
log, x = — 
log, b 
Aplicação 


Sabendo-se que log,,2 = 0,3010 e log,,3 = 0,4771, determinar o valor de log, 2. 
Vamos escrever log,2 em função de logaritmos de base 10: 


eS B log. e 
O Е аер 
"o DAM 


portanto: log, 2 = 0,6308 
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45. APLICAÇÕES 


gy 3 
a) desenvolver, usando as propriedades operatórias dos logaritmos, a expressão log nr al 
temos: 
243 Р. 
ig RE š log, (х?у “V 3)= log, .. w.e 
= log x? + log, ти + E - log a? = 
= É 2logx +3 log. apt >. dogs T - = a log, a 
mas loga =..1.., pois al =a 
portanto: 1. 
xy' 3 : 1 
log, 5 =2 log, x кз log, y + z 108, 3 -3 
b) Calcul alor de 1 1024 
alcular o valor de 
ME) 7256 
1024 3 
log. === Ele - log, Y 256 = 
82 Y 256 g^ 4024... he 
= log, 29 - log, 23 = 
= ...40..108,2 - = „па. 
2 3 ® 
mas log,2 = LL... 
portanto: ! 1024 muc 8 "pa td 22 
У А 
45.1. FAÇA VOCÊ: TAREFA 60 
I. Desenvolva, aplicando as propriedades operatórias dos logaritmos: 
3p2 
1) log, xyz 2 
n 3,2 3L2) . се 
log x ron Ë legix 43) - leq w = log ab. = log Co: b*) loq Ç = 


loqx + loq у + loq > s log w B loga + 2 log © aL 


3 
2) l S 5) log, = 
log E qe p Б) - lo (ea) 2 loq qa. loq (P 87 le, p = 
E " log t p: - log < = log 9 = 2 log m + ES log m - oq v 
= 2+ i log b - log e = Lo log 9 


6) log, вуз 
loa 4g Das E Yeq(48 Vaz) - leq 54 = 


3) log, (a2bc3) 


log Ье) = loq A + log b га log ET us 
2 loga + Jog p + 3 Jog © = 
2 + loq b + Blog с 


My з _ 
y Pahi +log 3 -loq 2 - log,3 = 
тр ER Sa эй 
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a2b Vb V125 
Т) log, —57—— 3) ufi 
c 
2 de С | | Б T 
2 vs un | 5 z d 
log S bb a E "dai! Коа я as. к SM 15 
v 0,001 


er 100 V 0,1 


b - 33 
Bg / -ar lo 001 leq 10 i d 3m 
ba a Хоол. To | 165 de E LO 
а/ 5 
TE V. 3/99" 
log 1 Vb = 4 log ¿ale = L log ой Бо] 5 1 3 34/5 
о, b 3 Б. 2 bia. 2 
"I і і lo b А v 
E ou аш саш loa, AINS loq, 3° . le 
= 4. 1 loq b 
- 4 а Ш. Dados: 108,2 = 0,3010; 1083 = 0,4771 е 
log ¡y 5 = 0,6989, calcular o valor dos logaritmos: 
344 Vb? 
9) log, PR ы 1) log,, 48 


\ 


log - a e Y s log log a + log logs -Jog 5- 


log? ча А = log 5 m 4 log b = 


= 


log 48 = log (2:3) - Hloq 2 + log 3 Sã 


= А(о,зо о) + 0,3331 = 1,6811 
2) log, 15 


log 15 = leg (3.5) = log 3+ log 5 = 
0,4371 * 0,623 99 = 1,1760 


4,4 loqb + log 3 - log 5 
[2] de а= а? 3) 1081,50 


Nas 
75V 225 


[7 4 
les as = e En ү" 


54025 ү x &s* 3%, 5% 


до) = = 
10) log, loq 50 - log (5 10) = log 5 +logio 


0,6383 + 1 = 3,6389 


4) log ¡y 81 


“A Ya [4 = 
ÓN 


5) log,, 60 
loq 60 = loq (2.8.10) = log 2 + log 5 r log 10 = 
0,3049 +0,4771+1= 1,7781 
6) logo 72 
loq 72 = log(2. 3 >) = 3leq . 2, + Z log 3 = 


3 
1) A З(олоъо) + 2 0,4221) = 4,8572, 
i e 7) log45 
is Yer = log, 32 a Jn а-и I 5 
243 as 3 a log 5 E bs Vs - 95393 _ 2.3219 
< loq, 2 2,30:0 
эш туш 
a 5 8) log, 72 ed 
z pr 7 balza loa 123). эйе & 42109 349. Эв dão 
2 Гиз 25 3 ° is 4 E + 
x [TA e log, 2^ = log, DO z- 45 Е я loi 


= 3,9920 


9) log, 8 


log 8 = l = 3 log 2 = 3 logê = 3 93010 


2) + log, 5 + log, 3 


1 
leq3 O, "E E * i: 
= 1,8926 Ve idi +log 5 + log 3 = log, 5 у log3 = log, 315 
10) log, 48 3) log, 2 -5 log, 3 А 
log 2 - 5 оа 3 = loa 2- lo 3 - le 2 
leq! hs = log à (z. 3). 4log 2 + log : ac de da Bo “E ы, “243 
T = 44 24171 Z 55850 4) $ log3 + 2 108,2 


те 0,3010 


5 z 3 
IV. E as relações seguintes em função de um só | | Е 2" | “1 “3 
xpresse as relações seguin i log 42 log 2 SS log š de e = e 


logaritmo: 


1) 108105 - 108102 5) 2108,2 - + log, 5 


3 
log 5 - log 2 = Mac 2 21532. 3 3 31095= Ned log 5 = «ii 


46. EQUAÇÕES EXPONENCIAIS 


46.1. 


Não existe um processo determinado para se resolver uma equação exponencial. Todavia, examinaremos alguns 
tipos mais comuns. 


Primeiro tipo: 


Equações cujos membros são redutíveis a potências de uma mesma base. 


Exemplos: 
JITA 
1) 4Х+1 E g2x-3 = T: == 2) 62-х è E = 864 
6? 
< 2?2Х+#.‚#%-9 _ 2 = РЕ A 864... 
2-3. 
3* 
das y RX 2+ ex - 3l. - 2. t X.-4 brc E. E 62 «3 = BLA base 
3 x. 
86) 98x-.2. P РЕЧ i eT am c. = = 399... = B65... 
oed Tx = 8... => cr =8 => 92% = 3%. =» X-2.3.. 
= X = SL... = x= 3. 
portanto: 4 У portanto: 
V = 7 V = {-3} 
Segundo tipo: 


Equações cujos membros são potências de bases distintas. 
De uma forma geral: aX = b. 


Basta aplicar logaritmo decimal aos membros da igualdade: 
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Іор ах = logb <= xloga = «loq..b. =; 


Exemplos: 

1) Dados log,,2 = 0,30103 е 108,3 = 0,47712 calcular x na equação 25 = 3. (log, x abrevia-se log х). 
Como 2*23 <> log2* -log3 «= xlog2 = log 3 

x _ 2083 _ 047 


ou = log 2 = 0,3010. = 1,5850498 
Logo: V = {1,5850498} 
х-1 
2) Y 3*1 -5X-1 > 3-5 = 5?*- (Com log 5 = 0,69897) 
T del x-1 
= 1083$ = „Лоа. 5 m M8 dog à. = (..Zx =.1) log 5 


=» (.%.-..1...) 108 3 = (10x - 5) leg. 
<=  xlog3 - 10x log 5 = log 3 - 2095... 


=> x(.o93. - AQ .1Q9 5.) = Jag m - 5 log 5 
log3 - 5 log 5 0.4771 - 3,4949 -3,0178 


= ——=—————-—————с= 


 lpg3-10lg5 0,4771 - 6,9897 -6,5126 


portanto, х = 0,46 ou У = {0, 46} 


Тегсеіго tipo: 
Equações redutíveis ао tipo am2X + bm* + c = 0 
Neste caso, basta fazer: 
тх = у donde (тх)? = y? ou m” = y?, 
Substituindo-se em am?* + bm* + c = 0, vem: 
ау? + by + c = O que é uma equação do 2º grau. 


Exemplo: 
3.329. 96.09" = 9.2 0 
fazendo: 3*-y = 3% = -9 


substituindo-se na equação: Зу“ - 26.4. -9=0 
logo: y=9 ou Tas 


mas, 3 =y: 2 
у= 9 =» 3Х = 9 = 38 = 3-2 = x = 2. 
РЕ Í Ж ыр EM . Z. 1 
y == = 3x == 3 (impossível!) . 
portanto: V = (2) 
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46.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 61 


1. Determine o conjunto verdade das seguintes equações, 
sem aplicar logaritmos: 


1) 3X = 
ls =) x2 
v=14) 
y 2-1 - ув 
ge. X (= х1: 3 => ast ло, 
К (A8) * 2 
x. iq 
3) 3 = wr 
3' a &— a= => X=- 
3 
= 4-4 
4) 5* = 0,04 y tJ 


5) 4* = 256 


2X в 
2, = z 0 29-8 => s= 


6) 1000* = 0,01 5 ve (3) 


3x -2, 
JO = yo => 3=-2 => x= = = 


ү=1- 3 
7) (0,0625) +2 = т" $) 
ux+B * 
(o,5) ü =(0,5) <=> Чх+8 zs2 =? X= -— 
aa AN 
8) (V 49)** 55 = 343 


(29 02551-3 => х=5 
v={3] 


9) V02] = 0,008 


>=! 3 
(a21 3 =(@,x) > 1123 => x= sS 


у= {io s 
10) 9* 3X = 34/27 
z + 
(3) ux =з” S eg DE ax =) х=_7_ 
ied 2 А о 
о 
11) "EE y e 
x2,2x-8 E 
x а 8:0 =>x=-94 X: 
v= {- 4,2%) 
12) (@а^)9 = (Ма PE 
3-20 " 
a ue <= > x 4x --320 ==>? 
=> X=-3 y x=-1 => V= iR 


13) x€ 7X8 - 1 
y 1379. y 4 7x 18-0 = XES u x72 
x=-2 (impossível) => ү: 19] 


jp rt. pU. UU Lp) 
2 (22-22) = 23.19 => 25% 25 2 
у= {2/5} > 
15) 22X*1 + 22Х+2 _ 22-1 . gg 
2 [+ 2-88 2-2 => 2=4 
у= 14) 
16) 52X - 7.5% = 450 
x 5 Ra % 2_ 
5 =y => 5 E =u AY 450= аа з 2594-18 
=25 => 525 ok M | {2 
M => 5 X 2 ag mpossivel) V= ; 


A 5.3% _7.3* - 3456 = 0 
diu > 3 a go => DA 74735555: oy Z? vu 25,6 
a 27? => Š =27? => x = S Б, 
y=-23/6 => 3"=-25,6(umpossivel) =13) 


m 16% - 42X-1 _ 10 = 22х-! 
2“ 2*z* (ios 2X 71 faro ys > qe 
más i ганын =Y ya4 v -- 49 
y= d E p X=4 | 2 
ye - 22 = 25 É - 20 (impossível) V=11) 


19) > " ul fo 
2 ta үй чы ia 3.24 ao 


ide pato yay- and ыч, 
y=4 =2 = has =? dad | 

4=-4 =y AX: => (impossível) V= 12) 
E Ta = = 25 


32%3-3%*25-18=0 hra y 


3» 3 
==> 3 254 -14820 => 473 ol 
ine s =9=)X = 2 
ya -2=032-2limpossivel ) V= {2} 
21) 2х2 -5х+67_ au 


Sr 6 
2 22 >: -5X*62O => 
=> xS Bv x= 2. 
v={3,2} 


4 64 
22) Gt? E Gr” 


[4- 4 Le a = 
=> Ха -{ 


In 
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47. EQUAÇÕES LOGARITMICAS 


47.1. 


A resolução das equações logarítmicas se faz utilizando-se as propriedades operatórias dos logaritmos. 


Exemplos: 

24 

E 9 

<, ор [(x + EN (x - lj = log 24, 
PRAJ -T 


1) log(x + 7) + log (x - +) = log 


= lg ud) E 1, M 


1 4. 2 25 


e х - 207 es x? = 7. es xs ou X= === 


9 9 9 "3 3 


Observe que os elementos do conjunto verdade de uma equação logarítmica devem satisfazer a condição de 
existência de todos os logaritmos que aparecerem na equação. 


ха > xt3>0ex-3>0=_Zlevy 
3 1 5 
X = o5 x 2H em EV 
5 
portanto: V = x 


2) — log (3x + 5) + log x = 1 
= log(3x + 5) + dece = 2 
P 
e 1%[(3х+ 9) x-1-:2.. 


<= 108 (3х2 + 5...) = 2 3x2 + 5х = 10-2 


=> 

=> 3y + 5x - дап. = 0 
20 

<> х= 5 ou la 

V ={5} 


3) log,x + log, x = 3 


Note que os logaritmos têm bases diferentes. 
Vamos escrever log, x em função de logaritmos de base dois: 


lo 1 
log, x = £5 .<.. _ log, x 

log, 4. —..2 
substituindo-se na equação: 

log, x 
log, x + —2— = 3 
2 

=> 2log,x + .laq..X.... а Б. 

dite Жа 
= 3108,х = A... <= log,x = 3 log, x = ..2, 


х= „4. portanto: V = (4) 
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47.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 62 


Determine o conjunto verdade das equações: 


1) log 7X = =] 
СЕз X»O 


x (Vz) €» x= 
vg] 


EN 


2 


2) log, (x + 7) - log, (x = 11) 5-2 
CE: X»-Te Xx ESA L 
Х+? _ 
log, (x+7)- log (x-11)= = leq 2 44 loq 227 - 
«= Inn 24 qm x: Vs] 
3) 1086 (x — 4 + 1086 (х +4)= 1+ ах 


log 4 


CE.:X24,X4-4 €X>O =? x 74 
leg, (x й lo gex х" -16=6X(=)x=8 ou 
asm =) y=18j 
4) log (x + 3) + log (x - 3) - 2log4 = 0 
056238 
9 e =) x-3- ==, х= #5 


5) [log, (х - DP - 5 log, (x - 1) = 0 

CEL, — 

loq (x-11=q = y-5y= EO =) ga Seu quo 
yes y log ree 25 (=) X-1= 25 — ^= 33 
4=0 =) log (x41) = 0) X- Ial > < 2, 


М= 1,33] 
6) log x = log 12 - log (x + 1) 
CE: X70 
leq loq 15 =) Xe ур => X=-8 ou X23 
v=13) 
7) 2 log x = log 0,75 + log 432 
CE: X70 


lo X^ log 324 (=) larg => x= t 18 
у= {19} 


8) 3 log x - log 384 = 2 log 3 - log 2 


СЕ: is 
| \ x^ 3* %= 42 
A 37 = log É <=> E epp e 
Na 112] 
9) 2 log x = log 4 + log (x + 3) 


CE: X >e 
log, e log u(x+3) С) xax A242 X26 os X=-2 


“eo 


10) log x + log (x - 15) = 2 
CE >19 
leg x(x-1s) -leq 10%> x -A5X = 400 2» X=200%=-5 


у= fac] 


11) 2 (log x - 1) = log $ 


CE: X231 

loq X“ loq 1. | x <o E = loq £ <=> 

_ P n X каг ео 495 ño із V= {45°} 
поё ^ 3 


12) log, (x=1)+1= log, (x +2) + log; (7-х) - log, 3 
CE: 24X« f 
loq, 2(х-) = log. Gat: x) < úx-z0=0 => 
=? x4-5 oo A=4 "= че [4] 
13) log; (5x - 1) + log (2x +7) = log¿(3x - 1) - log ¿(5x-2) -1=0 
сЕ: Хғ 45 
loq Grae 


(31-»(52-2) 
=) Х=4 ou Х= 49, 
do 


2 
= loq 6 ¿=>80X - 39X+1%9=0 => 

=> М= 1} 

14) log, (3x - 1) - 2 log, (x + 1)45 05 = log,3 - log, (6 - x) 


ce: Yax XL 6 


alex) _ 


log, (x +1)? log, 2 (e- X C 365218 =o => 
=? * 33 ov X= T 
уз {з, 58} 


15) log, (x - 2) - log, (x - 2) = 2 
з. 
CE: x22, 
log (x2 - TEL. = ® 45) ley elo legua „2 


=> "ten 2,2 x-2=3 =? X75 = н isi 
1 
16) isa 1) - log, (x + 1) = z3 
сЕ: x>Y 


log [sx 1)- e = і. > < firk E аш - 
<=? e 22 => Xzlov X=- => v= [41 


17) loggx - log, (x + 1) + THAN D=0 ce: x>0 
log x | = c 

"e ешке), + lg (X+1) =0 =} 

log 8 loq, 


RX43A44=O0 мы dica > => Va 


18) log, y - log, (x - 1) = log, (x - 5) 

сЕ: x»5 ° 

Jog 274 toa UD) 

Ld. AX Iq 

(+ loga был) У 8 log (x-5) =» 3b = x-5 => 
=> x= " => V=13) 
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48. LOGARITMOS DECIMAIS 


O sistema de numeração usual é de base 10; por essa razão interessa particularmente o Sistema de Logaritmos 
Decimais, também chamado dos logaritmos de Briggs. 
Faremos, a seguir, um estudo desse sistema e indicaremos log, x por logx, simplesmente. 


48.1. PRIMEIRA PROPRIEDADE: 


Prova: 

log 10Р = р ` log 10 
mas, 

El -. 4. 
logo: 

log 10° = p. 1 
Qu: 


Exemplos: 

a) log 1000 = log 107 = 3 
p z. _ 

b) log 100 ^ log 10° = -2 


48.2. SEGUNDA PROPRIEDADE: 


Observemos, inicialmente, que qualquer nümero real positivo, está compreendido entre duas poténcias inteiras 


e sucessivas do nümero 10. 


De fato: 
xzl 


10° « 3,245 « 10! 
10! < 3245 < 10:2 
102< 3245 < 10º 


de forma geral: 


onde p indica o número de algarismos 
da parte inteira de x. 
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0<x<1 


10 < $32 < 10° 
10 < 0,032 < 107 
10 « 0,0032 < 107? 


de forma geral: 


onde p indica o nümero de zeros antes do 
primeiro algarismo significativo, inclusive 
aquele da parte inteira 


48.3. РАСА VOCÊ: TAREFA 63 


Complete: 

1 2 “2; >i 
1) 1077 < 23 < 1077 6) 1057 < 0,03 < 107 
2) 1077 « 04 « 1075 7) 1074 < 2,35 < 10° 3 
3) 1077 < 25,1 < 102 ' 8) 1077 « 0,0007 $ 10º" 
4) 1077 < 0,0015 < 10,7 9) 107 < З qu 
5) 10** < 1342 < 10"* 10) 10" < 1,045 < 1077 


49. CARACTERÍSTICA E MANTISSA DO LOGARITMO DECIMAL 


Normalmente, quando se escreve um número real não inteiro, na forma decimal, adota-se a convenção: 


5 


a) x > 0 
x = inteiro + fração positiva entre O e 1. 


Exemplos: 


19) 27=2+0,7 
29 401= 4 _ +001 


b)x«0 
x = inteiro + fração negativa entre -1 e O 
Exemplos: 
19 -3,4 = -3 - 0,4 
29) -7,23 =- „f... - 023 


39) -35,79 = - 35 - O3 


Convencionaremos para escrever o logaritmo decimal de um número, a parte fracionária sempre positiva, 


entre Ое 1. 
Exemplos: 
19) 42,3 = 42 + 03 
29) -3,75 =- ы. - 0475 


30) -8109=- 91 . 909 


49) -0,87 = -1 + 1 - 0,87 


-087 = -1 + 0,13 
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49.1. FAÇA VOCÉ: TAREFA 64 


Escrever os seguintes números na forma convencionada: 


1) 71,05 6) -0,073 
105 =71+0,05 =0/073="1+1-=0,073= "140927 | 
2) -0,92 7) -1,024 EA 
-0,92= -1+1-0,92= -L xO, O Q -4,024=-4-0,024 =-1-1+4-0,02)=-2,+0,976 
3) -41,73 8) -742,2 
-4133 2-41-033 z-41-1*1-0,3a3 2-72 * O, 27 -142,22-742,-0,2,- -742-1*41-0,22- 743 * O,2 
4) -7,002 9) -0,248 
-2002,:-1-0,(00 2 2-7-1*1- 6,502 2 -8 + 0,398 -O,248-7-i*i-O,2492-1* O,75Z2 
5) 9,001 10) -7,21 
3001= Э+о,ооі -17,212-7-O,212-1-1*1-0,212 -8 «0,39 


49.2. Escrevendo-se logx na forma convencionada: 


O logaritmo decimal escrito nesta forma é chamado logaritmo preparado e sua parte inteira, c, recebe o nome 
de característica e sua parte fracionária, m, recebe o nome de mantissa. 
Exemplos: 


a)logx = 2,7 é um logaritmo preparado, pois 2€ Ze 0 < 0.7 < 1 e: característica = 2 
mantissa = 0,7 


b)logx = -3,4, nào é um logaritmo preparado. 
Para prepará-lo basta escrever -3,4 na forma convencionada: 


-34 = -3 - Qi.. = -3 -1 + 1- 0,4 
BA = -4+0;6 


isto é: logx = -4 + 0,6 дие será simbolizado por: logx = 4,6 = ^ z 
m 


c) log x = -0,3010, também não é um logaritmo preparado: 


2030102 =) + A. . 35949... = 1 + 6939 
portanto: logx = -1 + 0,6990 
ou 
mas Tes ^77 
iain m - 0,6990 
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49.3. FAÇA VOCÉ: TAREFA 65 


Represente na forma preparada os logaritmos decimais, que não estiverem preparados, e identifique a característica e a 


| 


mantissa de cada um: 


1) logx = 13 6) log x = -5,423 
¡EZ y 0<0,3<1 | e = L -5,423=-5- 0423 = - 5- 141- dici ec A 
Е = = 26 
mm = 0,3 log х= 6,517 орм ВМ 
2) log x = -7,42 7) log x = -0,2791 
-242 = -7-042 = -?-1+1-042=-8+0,58 |-o2391- -1+1-0,2791 =- 4 + 0,3209 = 1,7209 
= 8,5 =-8 loq x= 1,7209 ) <=-1 
log és 8,58 m=0,58 “д ies 7209 
3) w = 8) log x = -0,4771 
O, ата 410 4771=-1+0,5219 -O,433?i--i*i- O 43217 1+0,5229= 1,5229 
x= 1,5229 Je== loa x = 1,5229 =-4 
log 1, jc se ENT à ^m = 0,522,9 
4) log x = 23,004 9) log x = 0,3010 
e= 23 сао 
m=0,00 4 m 30,8040 
5) TRES = -71,0 ) log x = -21,7 
-AO Ab. — —0,0923--71- 1+1-0,093=-22+0307 2 T5443 ==24= Dia 744 = -22+0259 
log х = 12,907 с = - 72, loq х = 22,259) с=-22, 
m = 0,907} M= 0,259 


50. TEOREMAS DA CARACTERISTICA 
1º caso: x21 


Já vimos que x > 1 = 10P-1 < x < 10Р 
aplicando-se logaritmos decimais aos membros da desigualdade: 


log 10Р7! < log x < log 10Р 


log 107°! =p - 1 е log10P = E 28 
logo: 
p-1<logx<p 


esta desigualdade permite escrever: 


logx = (p - 1) +m 


com 0 < m < 1 


onde p -1 é a característica e m a mantissa de log x. 


Conclui-se: 
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Exemplos: 
a) log 123,2 = 2 +m, 
3 


b) log 12,32 = 1 + m, 
2 

с) log 1,232 = 0 + тз 
I 


Veremos, adiante, que m, = m, = тз 


2º caso: 0 < x <1 


0<х<1 = 107 < x< 10?"! 


aplicando-se logaritmos decimais aos membros da desigualdade: 


log 107? < log x < log 10P*! 


BO .. € log IOP ^ mm. U 
logo: 
-p < logx < -p + 1 


esta desigualdade permite escrever: 


onde -p é a característica e m a mantissa de log x. 


Conclui-se: 


Exemplos: 


a) log 0,02 = -2 +m, 
2 
b) log 0,2 = -1 + m2 
1 
c) log 0,0002 = -4 + ms 
4 


Veremos, adiante, que m, = m; = my 


50.1. FAÇA VOCÉ: TAREFA 66 


Determine a característica do logaritmo decimal de cada um dos seguintes números: 


1) 321 loq 321 =2+ mi = e=2 
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2) 5,73 


loq 573 =0+ma 


e cu 


3) 0,41 


leq o,41- Tina => С.=-\ 


4) 521,03 


loq521,03= 2+my => С = A 


5) 0,003 


log0,003 = - ЭМБ >С = - 5 


6) 0,00001 


51. 


loq 9,0000 4= -5+me => Ca-S 


TEOREMA DA MANTISSA 


Temos: 
logx = c +m 
Р с: característica 
hipótese: : 
m: mantissa 
pez 
Prova: 
basta desenvolver log (x + 10?) 


log (x -10P) = log x + log... 
= logx + р... = 
hip. P 
= (ctm p= 
= (c+p)+*m 
ou: 
Exemplos: 


a) Se log 123,2 = 2 + m, 


7) 4 


leg 2= O* m4 => С=О 

8) 1234,1 

loq 1234,1=3+Ma — c => 

9) 0,041 

loq c,e21 = -2+mg => C=-2 
10) 72413 

loq 724137 Н+ mo => с= H 


tese: (log (x - 10Р) = (с+р) +m 


então: log 12,32 = log 123,2 +10”* = (2-1) +m 

isto é: log 12,32 = 1 + m 

e log 12320 = log 1232-104 = (2, + 2) + m 
isto é: log 12320 = 4 +m 


b) Se log 0,0002 = -4 + m 


então: log 0,002 = log 0,0002 10: = (- 4 + 1) + m 
log 0,002 = -3 + m 
e 1062 = log 00002.10" = (24 + 4.) + (W... 


log 2 = m 
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Na prática 


Quando se muda a vírgula de um número para a direita ou para a esquerda p ordens decimais, a mantissa do | 
logaritmo decimal desse número não se altera, mas a característica fica adicionada ou subtraída de p unidades. 


Exemplos: 
Sabe-se que log 3 = 0,47712. Determinar log 30; log 0,3; log 3000 e log 0,03. 


característica = O 


Not log 3, tem-se: 
ote que em log 3, tem-se mantissa = 0,47712 


então: 
log 30 = (0 + 1) + 0,47712 = 1,47712 
log 0,3 = (0-1) + 0,47712 = 1,47712 
log 3000 = (0...) + 0,47712 = 3,47712 
log 0,03 = (0...2.) + OR Edel gorro = 247712 


51.1. FACA VOCÉ: TAREFA 67 


Dados: log 2 = 0,30103 
log 3 = 0,47712 
log 5 = 0,69897 
Determine: 
1) log 0,02 


log 0,02 =(0-2) +0,301403 = 2,30103 
2) log 300 
log 300 =(0+2)+0,47712 = 2,411412 


3) log 0,5 Ж 
loqo,s= (o -1)+0,63837 = 1,63897 


4) log 2000 
loq 2000 = (0+3)+0,30103= 3, 30403 


5) log 50 


log 50= (0+1)r0,639897= 1,063337 


52. OPERAÇÕES COM LOGARITMOS 


52.1. COLOGARITMO DE UM NÚMERO 


6) log 0,003 


log 0,003 = (©- 3)+0,47712=3,47712 
7) log 0,0005 E 
loqo,ooos= (o-4)+0,63837= 4,69897 


8) log 20000 
log 20000 =(0+4)+0,30403= 4,201023 


9) log 0,2 Е 
l0q0,2 (6-1) +0,30103= 1 30103 


10) log 500 


)oq 500 -(e*2) «0,09993- 2,693397 


ou 


114 


Exemplos: 


a) colog 2 = -log 2 = -0,30103 
neste caso, a parte fracionária é negativa e o log пйо está preparado: 
colog 2 = -0,30103 = -1 + 1 - 0,30103 
colog 2 = -1 + 0,69897 
colog 2 = 1,69897 


b) colog 500 = -log 500 = -2,69897 
= -2 - 0,69897 


= = = Lt а. 


mie "haeo tr ЧИИР 
colog 500 = 3,30103 


с) colog 0,03 = -log 2, 5.5.» -(2,47712) = -(-2 + 0,47712) 
colog 0,03 =... - 0,47712 


ОТ ГИК. „О.А. 


= uuo T Bm SO. 
colog 0,03 = 1,52288 


Vé-se que: 
log 2 = 030103 = colog 2 = 1,69897 
log 500 = 2,69897 = colog 500 = 3,30103 
log 0,03 = 2,47712 = colog 0,03 = 1,52288 
ou seja: 


Dado log x, para se obter colog x, adiciona-se uma unidade à característica e troca-se o seu sinal. A seguir 
escreve-se o complemento aritmético da mantissa. 
Assim: 
terística = 
a) log 20 = 1,30103: f ARE nas 


mantissa = «SI, BOLD... 


característica = -(1 + 1) = -2 
em colog 20: 8 
mantissa = 1 - 0,30103 = 5.60892 7... 
logo: соор 20 = 2,69897. 
"NN — s 
b) log 0,005 - 3,69897: I —— И 
mantissa — J 699g 7... 
característica = -(-3 + 1) = -(...- 2.) = 2 


‚ Í característica = -(-3 + 1) = -(... 
em colg qoos Í mantissa = 1 - „2.238917... = 030103 


logo: colog 0,005 = 2,30103. 


52.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 68 
Determine: 


1) colog 30 =-log3o= 2,52288 3) colog 5 =-loq Š= 1,30103 5) colog 0,000002 {> 0,000002,3 
= 56 + 


2) colog 0,2 =-loq0,2= 0,69837 4) colog 2000 = -log 2000= 4,638937 
- anie À 
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52.3. ADIÇÃO 


a) 2332514 + 5,18141 + 1,72325 = (-2 + 5 - 1) + (0,32514 + 0,18141 + 0,72325) = 2 + 1,22980 = 3,22980 
ou: А 
2,32514 
+ 5,18141 = 
1,72325 


3,22980 
b) 3,72832 


+ 5,24126 
431413 


3,28371 


A subtração se transforma em adição escrevendo-se o cologaritmo do subtraendo: 


a) 234128 E : 2,34128 

5.32143 6,67257 

3,01385 

b) 1,75214 : 1,75214 
— — = 

3,75214 2,24786 

4,00000 


52.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 69 


Efetue as operações indicadas: 


1) 3,32115 + 7,21327 + 5,43210 4) 7,41427 - 6,47290 
3,3213 5 MELIA => + + 41423 
+ 221321 e, 13230 5, 52710 
5, 43210 12,34137 
5, 36552. 
2) 2,41723 + 3,27713 + 2,21223 5) 7,41245 + 5,49916 - 6,21220 + 7,00311 
2,41723 3,5425 
+ $2713 + 549916 
01241223 —_ 1 78720 
7,306593 7,005441 
3, 20252, 
3) 5,21235 - 3,47213 6) 3,24250 - 5,32243 + 2,41267 - 4,21093 
_ 321135. 1 521235 3,24250 
s 72 1 5 4,52* 31 + 4.677527 
1, 74022 2,4126? 
£, 36% 0? 
21 SA 
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52.5. MULTIPLICAÇÃO 


а) 6. (2,48372) = 6: (=..2,.... + .о.48.322........) = 

-12 + 2,90232 = J 
-12 + 2 + 0,90232 ou: 

6 - (2,48372) = 10,90232 


b) 4. (1.98731) = 1,94924 


52.6. FAÇA VOCÉ: TAREFA 70 


Efetue as multiplicações: 


1) 5.2,23245 = 5 [2+0,23245) =10+1110225=| 4 7-523241=3(5+ 0,/23241)=35 +162687 
21116225 

23.122 3.(4+0/49712)=-3+1+043436=| 5 5-234225 5(2+0,34225)=10+1+0,4125 
=2,.43136 = 971125 

3) 4 -3,10330 = 43,0,10330)=-42 + 041322 
= 12,4132 


52.7. DIVISÃO 


a) 6,58425 : 3 = (- 6... + Q 59425... : 3 = 
-2 + 0,19475 


6,58425 : 3 = 2,19475 


b) 5,62756 : 4 = (- 5 + 0,62756...):4 = 
= (5 - 3 + 3 + 0,62756): 4 = 
-5 - 3 + 3 + 0,62756 
(-..8... + 3,62756):4= 
-2 + 0,90689 


5.62156 : 4 = 2,90689 


Neste caso, adiciona-se à característica (-5), o maior número negativo (-3) que torna à divisão por 4 possível. 
É claro que se adiciona o oposto (3) desse maior nümero negativo à mantissa. 


o 3,142 
0,321 


Na divisão de um logaritmo por outro, se um deles for negativo preparado, é preciso transformá-lo em número 
negativo usual e efetuar normalmente a divisão, tornando a preparar o resultado, se for o caso: 


3,142 =- 2. + „9,442, = -2,858 
3,142 _ -2,858 _ н Я 
0321 = 0321 ^ 9903 = -8 -0,903 = 
= 28-1 + 1 - 0,903 = 
= DT m3... 
3,142 “o - 
0321 ~” 
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3,142 


9771 
3,142 = -2,858 
1,721 =-1 + 01721 = -0,279 
3,142 _ -2,858 _ 
1721 “0279 ~ 10244 


52.8. FACA VOCÉ: TAREFA 71 


Efetue as divisões: 


1) 25,43271:5 = 5,086542, 


2) 24,31437:4 =(-24 +0,31437) :Ņ= 6,0785932 


з) 843278: 3 = (C$-1+1+043278):3=(3+ 43278): 3 = 
= 3,4775933 


4) 11,27419 : 5 =(-439+0,23418):5= 
* (4544,22419):5.— 3,8548538 


53. TÁBUAS DOS LOGARITMOS DECIMAIS 


5) 5432: T417 = 5/22:(0,523) 2- 9,317 = 
=-9-0,317=-40+0693= 10,093 


— -[3*0,1210):3,42 91 = 
= C 8948928 1284 ==1,9191= 2,0209 


1342:7934 = 1*0242) :-5+0,934) = 
¿hap Losantos 


As tábuas de logaritmos apresentam, tabeladas com 5, 6 ou 7 ordens decimais, as mantissas dos logaritmos 
decimais dos números compreendidos entre O e 10000 (comumente). 
No uso das tábuas se apresentam os seguintes problemas: 


53.1. PRIMEIRO PROBLEMA 


Exemplos: 


1) Calcular o logaritmo decimal de 375,6 
Sabemos que: log 375,6 = с + m, onde: 


a característica é с = 2 е а mantissa m é obtida através da tábua. 


Na tábua, encontramos a mantissa do logaritmo decimal de 3756, que é igual à mantissa que procuramos: 


3756 — 574726 


isto é: m = 0,574726 


portanto: 


log 375,6 = 2,574726 


2) Calcular o logaritmo decimal de 27385 
log 27385 = c + m, onde c= 
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Como o número 27385 é maior que 10000, a tábua não traz a mantissa de seu logaritmo decimal. 
Mas podemos considerar a mantissa do logaritmo decimal de 2738,5, que é igual à mantissa que procuramos e se 
encontra entre as mantissas dos logaritmos decimais dos números 2738 e 2739. 


Na tábua obtém-se: 


Números Mantissas Diferença 
2738 437433 159 
2739 437592 


Sem erro sensível, pequenas diferenças entre números são proporcionais a pequenas diferenças entre logaritmos. 
Assim, podemos formar a regra de três: 


diferença entre números — diferença entre mantissas 
2739 - 2738 — 437592 - 437433 (de sexta ordem decimal) 
2738,5 - 2738 - x 
onde x é a diferença entre as mantissas dos logaritmos decimais de 2738,5 e 2738. 
Temos: 
EB 159 + 0,5 
= = . 
Es еъ 3 j 
x = 79,5 
ou, pela lei do arredondamento: x = 80 
Logo: 
m > 437433 + 80 = 437513 
m = 0,437513 
Portanto: 


log 27385 = 4,437513 


3) Calcular o logaritmo decimal de 0,042 


log 0,042 = с +m, onde c= 72 


Na tábua, procuramos a mantissa correspondente ao número 42: 


42 AR 623249 


Л О О 


Portanto: 


53.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 72 


Com o uso da tábua, calcule: 


1) log 2341 2) log 1342,3 
с = 5 Esa 
mm = 0,309 401 1343 — 1342 129026- eros 
log 2341= 3,3094014 1342,3-1342 X 


log 1342, = 3,127849 
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3) log 0,25 7) log 0,00423 
C == 5 


майын E m = 6,626 340 
leqo25 = 1,397340 lo 0,00423 = 3,626340 
4) log 527,6 8) log 74272,1 
glos om 423 870872-870813} х= 0а, 53 
2 — © . 
^n30,722 305 m ШЕ Ey 2423 —— X x= ue 
= ° 
loq 527,6 = 2,7223 loq 74272,1= 4820 825 
5) log 324,72 к. log 4270,9 
3240-3247 — E A 2 = 4221-4220 | —— 630532 5920148; 
327,2 -92844—a x 4323 4230,9-9220 — x 
x = 09.102 => x 92 
loq 324,72 = 2,5411509 loq 4220, 9 = 3,630546 
6) log 42749 10) log 1,7452 
C= 4 cao 
4235-4224 —— 630930- Ad жыды 1746-1295 — 292044-241295 
42349-4244 —— х2 92 1H5,2-1745 — x 


X20,24 249 => x € SO 
loq 42743 = 4,630326 loa #4627 = ©2чу@Ч= 


53.3. SEGUNDO PROBLEMA: 


Exemplos: 


1) А mantissa do logaritmo está па tábua. 
Se loga = 2,933234, calcular a. 
Como a característica é 2, conclui-se que a tem 3 algarismos na parte inteira. 
Na tábua, obtém-se: 
8575 — 933234 


2) A mantissa do logaritmo não está na tábua. 
Se loga = 1,935520, calcular a. 
Como a característica é 1, conclui-se que a tem 2, algarismos na parte inteira. 


Na tábua, procuramos as duas mantissas mais próximas de 935520: 


Portanto: 


Números Mantissa Diferença 
8620 935507 51 
8621 935558 


Pode-se armar а regra de trës: 


x Е 13 5 


onde x é a diferenga entre o número procurado e 8620 e 13 a diferenga entre as respectivas mantissas. 
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podemos escrever: 


13 
51х = 13 <= хет 


а = 8620 + 0,25 = 8620,25 


а = 86,2025 


3) Se loga = 2,703291, 
Como a característica é -2, conclui-se que а tem 2, 
Na tábua, obtém-se: 


calcular a. 


DIM 


5050 — 


a = 0,05050 


53.4. FACA VOCÉ: TAREFA 73 


703291 


Portanto: 


Determine x, tal que: 
1) log X = 4,827628 
6324 — 827629 
x 267240 
2) log x - 1,646020 
4423-4426 —— 616109- 646011 yen 
— &'16020 -6460141 
x=4426 +0,09 = 4426,03 
x= 44,2608 


3) log x = 3,825491 
691 —— 825 491 
X= 0006631 


a 


4) log x = 0,949048 
$9733 —— 9430419 


x= 8,833 


5) log x = 2,905352 
8042 - 2041 —— 305364- 305 310 


o- — 905352-905340 
A=, 142. > 0,78 

54 
+= 804,129 


54. APLICAÇÕES 


625,48 
21,532 


1) Calcular o valor do quociente x = 


<=» x = 0,25 


zeros antes do primeiro algarismo significativo. 


6) log x = 1,691081 
4310 - 631018 


x= о4840 


7) log x = 0,726298 


5326-5324 __ ни 
a — ..726298-3262 38 
82 
xX = 5,324223 


8) lo H = 3,283196 
1320-1313 . 283301 - 283075 
a — 283196 -2830?5 
= 121 20,53 
226 


X=1948,53 


9) log x = 1,814003 
6517-6516 — 814047 - 8143394 
< E “4003- 81349; 


= 2,2, = о, ay 
<= 
x= 0651634 


10) log x = 1,830562 
6770 - 6269 — 830599-230524 | 
ac — 830562-830524 


a -38 =058 
65 


x= 676958 


aplicando-se logaritmo decimal aos dois membros da igualdade: 


625,48 P; 
log x = log 21532 — 


log x = log 625,48 - 103, 


Т ЛО 


ou logx = log 625,48 + colog 21,532 


Calculemos log 625,48: 
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Na tábua: 
6254 — 796158 


6255 — 796227 ы 
pode-se formar а regra de trës: 
te Ы E ) = а = 55 


ou т - 796158 + 55 = 796213 


log 625,48 = 2,796213 


Calculemos colog 21,532: 


portanto: 


Na tábua: 
2153 — 333044 
2154 — 333246 a 
pode-se formar a regra de trés: 
1 - 202 
02 - a ) кок 
ou т 333044 + 40 = 333 084 
portanto: 
log 21,532 = 1,333084 e colog 21,532 = 2,666916 
logo: 
logx = 2,796213 + 2,666916 ou logx = 1,463129 
Na tábua: 
462997 — 2904 
i 463146 — 2905 


formando-se a regra de trés: 
— 149 


жы 2 pason 


х > 2904 + 0,9 = 2904,9 


х = 29,049 


2) Calcular o valor da raiz. х= / 0,64937 
aplicando-se logaritmo decimal: 
Р 
орх = log 064937 < lgx- plg.0, 01227... 
Calculemos log 0,64937 


logo 


Na tábua: 
6493 — 812445 uim 
6494 — 812512 


122 


regra de trës: 


ү Dl 
= a j- „а Е 
então: т > 812445 + 45 = 812490 
portanto: E 
log 0,64937 = 1,812490 e logx = — i * codem - 1,962498 
Na tábua: 
м 962464 — 9172 
962511 — 9173 
regra de três: 
1 — 4 
а d } poems 


x 9172 + 0,7 = 9172,7 
portanto: 


x = 0,991727 


54.1. FACA VOCÉ: TAREFA 74 


I. Determine o conjunto verdade das seguintes equações, aplicando logaritmos. 


1) 3975Х+2 . 4,931 4) 2,9242%?-9X-7,25 _ 0 089443 
5x42 2x*-9*.- HAS 
leq 399 = loq 4,931 log 2,324 = log 0,089143 <=> 


(5х +2.) loq 397: log 4,231 
(5%+42) = log 433! _ 0,692935 2 O,266637, (220.82 -%25) 109 2,324* lea 0,089443 ¿=> 


= —— = ——— = 


X= 1240266637 . -1333363 . 0,346672 |(%х-$х-Ф%25) = Z951546 . -LO38554 225 
5 5 9,165333 0,465933 


V=[[ 01346672) =? 22494-520 = xw=5 оз X=-1 
2) 3*1 Е 52Х+3 2 
legs" - loq 5 @=(-loqs =(2х+3) loq 5 = \ " E 
(=> (x-1). 0477121 =(2X+3).0,698920 => 
=> X= -0,357734 5) 33X , 3172X — 40 
v={-o, 357734} 3x+1-2 x 


3 => (X 44) = | о 
3) 120**! s 0sa92x=9 ар А 


Xri= leQ4O . 1602060 _ 3353244 =, 


xu 2x-9 
log 327 =loq0,533 422» (an logi23 =(2x-9) loq 0,539 саз 9477121 
E š | Kakak ka „йа 
e (x5) „ logosas , х,у. 1,731589 
Gus) = Toques ESP 29$" 2403004 ^ V=]2252764) 


Ardo 20126841 y 42041816 
qe 2x-3 Z,1038o4 ^" 1 


V= (9:8116] 
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55. EXERCICIOS DE REVISAO 
SEQUÉNCIA 1 


Dados log 2 = 0,30103, log 5 = 0.69897 e log 3=0,47712 
calcule sem uso de tábuas: 


a) log 12 
b) log 0,36 
c) log 60 
d) log 22,5 
e) log 1800 
f) log, 0,08 
g) log,4,8 
h) log 2187 


D log [52 « (0,36)?] 


Y 0,0125 - 4/4000 


mo 


n) log [0,72)3 . V5] 


SEQUÉNCIA 2 


Determine o domínio das seguintes funções: 


а) y = log, (x - 3) 
2 

b) y = log; (-х + 6x - 5) 
3 

c) y = log, llog; (х - 3)] 

3 
d) y = log, (2-3x) 
e) у= logs (x? - 9x + 14) 


SEQUÊNCIA 3 


Determine o conjunto verdade das seguintes equações 
exponenciais. 


а) 3X71 - 54.3* = 21 


2 
b) 4* ^6 = 64 
3 
с) 3*1, 3X*1, 3x73 a == - 
gr +1 
н 7^ 9 
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«12599 „312$ 


е) 
У 5 
х+з х — 
f) 2 + 2” = 36 


g) Determine para que valores de k, tem solução aX + a X = k 


4 axt? _ „64 x+2 
h) Cy) = (97) 


- 2 
y МТ . 4/45. Y 


SEQUÉNCIA 4 


Determine o conjunto verdade das seguintes equaçóes 
logarítmicas: 


a) log, (x2 - 1) = log (42.1)? 


x 


> + 4) 


b) 2 log, x my + log, ( 
c) 2108/5 (3 *x) + 2106 x (3 -x) = 2 + log /7 (3 + 5x?) 
d) 2106,2 + logo (x +3) - logo (2x - 8) = logo (x + 1) - log; (x - 6) 


5 
e) log x - 3 log Vx + 220% = log 2187 


f) log; 2 - log; (x + 3) + log, (2 - 7х) = log; (1-2x) - log, (2x + 5) + 2 


SEQUÊNCIA 5 


I. Com o uso de tábuas, calcule: 


а) V0,171 
b) 21,18 


c) з/ 11. 
/ 7.3 
d) 2/0+3) 


3283 
9 Y 33417 


II. Determine o conjunto verdade das seguintes equações, 
aplicando logaritmos: 


а) 433* . /2,01*7? = 9650? 
b) 82%. 39X*1 „2025 

c) 3,2* = JA 
d) 296**? = 3,931 
e) 32Х.7Х-1 = 1389 


t) 45**? = 8302 


SEQUÉNCIA 6 


Resolva os sistemas: 


log, x == log, y 
a) X 
3*.3Y-81 


ed = log, y - 3 


b) Š 28 


log, x *1ор„у = 2 
d) 4 4 
X*y = 64 


log 2x? = log y + 1 
e) 


log¿y =x +1 
с) 5 
log, 4 х- x 


log, x = 


SEQUÊNCIA 7 


xlo£ Y = 81 
f) 

x +y = 900 

log x = 3 + log y 
g) х ny 

22 = 128 

log x - log y = log 2 
h) %- 

3X-Y =9 

log x - log y = 2 
i) 

logx + log y = 0 
| 28X . 29У _ 221 
j gan Y 


Prove que são verdadeiras as afirmações: 


a) log,b E logya = 1 


b) log am = log à 


c) (1+ log, m) . log n.a? = log, b 
d) a2logab _ b2 


1 
е) log;ma чт Ї°РЪ® 
f) ваг =n- logt = al = b 
8 p + (q - p) log 2 = q + (p- q) 108 5 


h) n (1 +logyr) = log (rb) = an = b. 


SEQUÉNCIA 8 


Com o uso da tábua, calcule: 


a) log 3549 f) log 1,5052 
b) log 0,65 g) log 150,52 
c) log 273 h) log 72,731 


d) log 14,576 
e) log 0,0345 


i) log 0,00389 
j) log 80336. 


SEQUÊNCIA 9 


Determine x, tal que: 
а) logx = 2,646011 
b) log x = 1,905310 
c) log x = 0,283075 


d) log x = 3,692935 


e) log x = 2,731589. 
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56. АВСО$ 


56.1. ARCOS DE CIRCUNFERÉNCIA 


Dados dois pontos А e B de uma circunferëncia (О, r), 
chama-se arco AB a qualquer uma das partes, dessa circun- 
ferência, compreendida entre os pontos A e B. 

Indica-se: АВ ou ВА. 


Note que A e B determinam dois arcos. Os pontos 


a A e B são as extremidades do arco AB e pertencem a ele. 


Se A - B, entáo, uma das partes é o arco nulo e a 
outra é o arco de uma volta. 


56.2. MEDIDA DE UM ARCO 


Medida de um arco AP em relação a um arco unitário 
o 


u, é a razão x = —————. 
arco u 


Indica-se: x = med (АВ), que se lê: 
“x é a medida de ÁB na unidade u” 


56.3. UNIDADES DE MEDIDA DE ARCOS 


a) Grau — arco unitário equivalente a = da сїгсипїегёпсїа que o contém. 


Indica-se 1 grau por I°. 


Seja C a medida de um arco de uma volta: ES 
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1 grau tem 60 minutos ou 1º = 60' 


1 minuto tem 60 segundos ou 1º = " “тре n spur LI 


b) Grado — arco unitário equivalente a d da circunferéncia que o contém. 


Indica-se: 1 grado por 1 gr. 


c) Radiano — arco unitário cujo comprimento é igual ao comprimento do raio da circunferéncia que o contém, 
Indica-se: 1radiano por 1rd. 


B comprimento (АВ) = comprimento (r) 


med (АЙ) = 1 rd 


Vejamos qual a medida de C em radianos. 


Sabe-se que: 
КВА mede uma volta = med (ÁBA) = 271 


Como ÁB é o arco unitário que mede: 1 rd, então med (АВ) = г. Desse modo: 


= 


A 2: 
med (АВА)д$ = rd 


56.4. RELAÇÕES ENTRE AS UNIDADES DE MEDIDA DE ARCOS 


Temos que: 
A=B 
med (ÁB) = C = 360° = 400gr = 2rrd 
B med (Ай) = 270° = 300 gr = X rd 
A 
[ Tl 
A 
B 
A med (ÁB) = 90° = 100 gr = 5-14 
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Aplicações: 


1) Converter ЕТ rd em graus е grados: 


> mx = 180° чү = х = 18° 


portanto: qe = 


а) trd — 2 


19 x 


b) i ad 200 gr T 
А > пх = 200. ту => x = 20 в 
16 id x 
portanto: 


2) Converter em radianos os arcos: 


a) 45° 

180° d 

o TO = 180x = 45mrd 
45 > x , 
Sr 
x = 189 ‘9 = х = 410 
portanto: 45° = Pu 

b) 22°30 


Aqui, devemos trabalhar em minutos: 


180º = 180. 60” = 10800' 


2230 222.60 + „30, = 182... + 30 = 1350 
10800” > лга 13507 
1350 > | > 10800 x = 1350тг = x = 15ggg 19 > х = ç rd 


portanto: 22°30 = ER 


3) Numa circunferência C (O, r), onde r = 3 cm, tem-se um arco AB de 12,9 cm. Determinar a medida desse 
arco em radianos. 


rd = 4,3 rd 


med (KË) = compr. (ÁB) V 2129 


сотрг. (т 


isto é: тей (Ай) - 4,3 rd. 


56.5. FACA VOCÉ: TAREFA 75 


1. Exprimir cada arco, dado em radianos, em graus, minutos e segundos: 


1) EX 3) 3T rá 
Trs — 180 3 ti is 180. зт 
Mx = 180 L — x=60 => x= 108º 
Li == E | 32 эй — > 
. Trá-bo” ш al vd = 108) 
2) Era 4 2a 
Tra — т. Yx = 180 = "TET Ti pl qx = 18c? 21. = х= ї2° 
vd — TR cC. ap A) 2а. 72° 
^E ©. ТЄ 
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5) 2,5 rd (lembre-se: 7 = 3,14). 


ы + 
25<4— X 


| agarda 443 38 43” 
6) 1rd 


4r và e mx- 190722 х= 53° 49 23? 
ird — % 


+ Avás 52" 49 29" 


П. Exprimir em radianos, os arcos seguintes: 


1) 108º 
180 н Tra ! 380 x = 108 Y => x= зї vd. 
198 —— ж j > 
„дов? = ЗҮ. 
2) 67°30 Е 5 di 
67º 30 = 4050" «180 = 10800 
себе" — Nra) добо 10800 х => 
Чес — «& y жу X= a rd 
6730 s SÊ pa 
e 
3) 120 gr 
2003" -— "nal 200% -120W-? 


1206 == Ж х= SW rd 
: _ aX 5 
(e dé avz E vd. 


56.6. ARCOS ORIENTADOS 


qx7190«2,5 — x =w ig 43” 


4) 54,2 gr 


200 ах 
54,24% 


Tn 532 =) 
x Jjze€e€ 0,85 v4 


o ad = O,85vdà 


5) 112?30 
442? Зо’ = 6750 
jo 8co!- Trad | logoo x=6?50 T 
6750 — x => %= BI rá 


ME dO = RE ха. 


6) 320 gr 


200 дт — 320)=200% 
204" — < Ar = ST rd. 
„эрен я Eça: 


HI. Numa circunferência de 5 cm de raio tomam-se dois 
arcos que medem respectivamente 2 ст е 15 cm. Determine as 


medidas desses arcos em radianos. 


de comp (4B)= z22çem € ый 1Som 


ra RE compláB) vd - = O, rd 


ce mp (v) * 


\ r3 Ic 
meal cb) = adimi 1 ЖЕШ СЕ = 22 = Na 
Comp Le) s 


Circunferência orientada 


Convencionaremos o sentido anti-horário como posi- 
tivo. Portanto, o sentido horário será o negativo. 


Arco orientado — é todo arco contido numa circun- 
ferência orientada. 


ÁB: sentido anti-horário 
BA: sentido horário 
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56.7. CICLO TRIGONOMÉTRICO 


Medida algébrica de um arco orientado 


A medida algébrica de um arco orientado ÁB será 
positiva ou negativa conforme a orientação seja concordante 
ou discordante com a orientação da circunferência que o 
contém. 

Assim: med (ÁB) > 0 e med (BA) <0 


Note que med (АВ) + тей (ВА) = 0 


Sejam uma circunferência orientada de centro О e raio r = 1 u e um sistema cartesiano ortogonal de origem O. 
Sejam A e A” os.pontos onde o eixo das abscissas intercepta a circunferência; В e В' os pontos onde o eixo das 


ordenadas intercepta a circunferência. 


56.8. ARCOS TRIGONOMÉTRICOS 


Por convenção: 


a) a orientação da circunferência é anti-horária. 
b) o ponto A é origem da contagem dos arcos. 


Vemos que: 
med (ÁB) = — rd А = (1, 0) 
у=. 
med (АВА”) = mrd A = (A, „С 


med (АВВ) = E ia вз О s) 


med (АВА) = 2лгй В = (0, -I) 


As aplicações da Geometria à Física ou às Ciências da Tecnologia exigem que se interpretem arcos cujas 


medidas são superiores а 360º ou 2rrd. 


Um motor elétrico em movimento ou uma turbina 
girando realizam voltas cujas contagens exigem medidas 
superiores a 27 rd. 

Esses fatos nos obrigam a uma interpretação de arcos 
orientados superiores a uma volta. 

Consideremos a circunferência (O, r) contida no 
plano а e a sucessão das circunferências — indicadas na 
figura ao lado — que estão contidas numa superfície 
cilíndrica reta e cujas projeções em a resultam (O, r). 


Podemos interpretar as medidas das voltas, segundo o esquema que considera positivo o sentido anti-horário, 


do seguinte modo: 
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A 18 volta como med (AAA) = 360° ou 2rrd. 
r 7 o 
A 23 volta como med (ХА) + med (А, A} A1) = 720° ou 4rrd. 
A 38 volta сото med (AAA) + med (AJA Ay) + med (K, A; À;) = 1080º ou 6r rd e assim por diante: 
A Ка volta como med (AA'A) + med (A, A) A1) + .......... + med (Ax -¡Aj-1+ Ax-1) = 
= К.360° ou k-2rrd(k € N) 


Consideremos agora, como sempre se fará daqui por 
M diante a projeção de todas as circunferências orientadas 


— sobre o plano @ e desse modo todas coincidirio com 
(O, r) C a. 


Desse modo, sendo ÁM um arco tal que med (АМ) = 


= 30° ou š, teremos: 


No sentido anti-horário ou positivo: 

Na 12 volta: med (ÁM) = 30º ou q 

Na 28 volta: med (ÁM) = 360° + 30° ou (2л + ra 

Na 32 volta: med (ÁM) = 2. 360° + 30º ou (2.2т + r. rd 


e assim por diante: 


Na (k + 1)? volta: | med (AM) = к. 360º + 30° ou (к. 2r + 2) rd кєм (1) 


No sentido horário ou negativo: 

Na 18 volta: med (АМ) = -360° + 30º ou (-27 + $ rd 

Na 22 volta: med (ÁM) =-2.360° + 30° ou (-2 -2r + Ex rd 
Na 3? volta: med (AM) = -3.360? + 30° ou (-3-2m + r: ) rd 


e assim por diante: 


Na kê volta: med (АМ) = -k - 360º + 30º ou (-к.2т + ©) rd keN (D 


A reunião de O 8 (m pode ser escrita sob a forma: 


med (АМ) = к. 360º + 30º ou med (АМ) = (2кт + T rd kez 


"^ч, 
Esse conjunto de arcos orientados denomina-se arco trigonométrico АМ. 
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Exemplo: 


Determinar a medida de alguns elementos do arco trigonométrico АМ, sabendo-se que na 1? volta positiva 
тей (АМ) = 7 rd. 


Sabemos que essas medidas são dadas por: 


x = 2kr + 2 кє? 
então, basta, darmos alguns valores а К: 
T 9л 
k = 1= x, Tu s s 
17 
К =.2== х2 = AT > X>, = = ad 
k = -1= xs = 27 + Ms X3 = id 
T -157 
= -2 = ха = «41.+ T X4 = M o" 
| 9т 177 -7т -157 
Resposta: 4 rd, 4 rd, 4 rd e л rd 


Desse modo: 


Basta desenvolver a circunferëncia C de raio unitário sobre uma reta orientada e obtemos uma forma objetiva 
dessa aplicação. 


Chamando-se: 


Y a essa aplicação 

=. 

AM aos arcos orientados de C(O, r) 
x aos números reais 


Temos: 


p: C(O, r) > R 
EN = 
AM > x = med (AM) 
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56.9. FAÇA VOCÉ: TAREFA 76 


Determine a medida dos trës elementos de cada arco 
trigonométrico, dados por suas medidas na 18 volta positiva. 
Represente os elementos de cada arco trigonométrico num M 


mesmo ciclo trigonométrico. Faça k € {0, 1,2}. < 


1) med (АМ) = 135° 


NE Š. ° A 
Como med (AM) = 360 k + 135 " 
para k = 0 = med (ÁM) = O*425 =. 
k = 1 > med(AM)= 3601135 


k=2>med[4M)=220+135 


2) med (KM) = 5-14 


Сото тей (АМ) = 2Tk + 5-16 
^ 


k = 0 > med(aM)= Od X ы. A vá 


3j mod (AND: = ud 


5 
Coño ael (A = dot + £T 


5 
^ 
A 


Ко => media) = O + FL = А. y! A 
«1 m wed (Az ал+ EE ES YY di 


K22,2) med (АЛА) = um. HM 231 
5 Б 


1 
ю 
M 
A 


56.10. ARCOS CÓNGRUOS 


medem por: 
med (АМ) = a (0 € a < 2r) 
med (АМ) = 2m + a ou тей (АМ) = -2r + q 
тей (АМ) = 4т +o ou med (АМ) =-47 +0 


sáo chamados cóngruos. 


De modo geral, são cóngruos os arcos cujas medidas são da forma: 


ke 


Os arcos de origem A e extremidade M que se 
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pois: 


para k = 0 == med (АМ) = a (12 determinação positiva) 
рага k = 1 == med (АМ) = 27 +4 (22 determinação positiva) 
para k = -1 = med (АМ) =-In+ta (12 determinação negativa) 
para k = 2== med (АМ) = 3 +a (38 determinação positiva) 
mara k = -2=> med (АМ) = 47у (28 determinação. nego tivo.) 


Observe que a diferença entre as medidas de dois arcos cóngruos é sempre um número múltiplo de 27. Observe 
também que dois arcos côngruos pertencem a um mesmo ciclo trigonométrico. 


Aplicações 


2 ! : Ў "EU TO TOES 
1) Determinar a medida de trés arcos cóngruos a ÁM, sendo que sua primeira determinação positiva é e rd. 


As medidas desses arcos tém a forma: 


21 
= + — 
x = 2Кт 3 
k = -2 = й. E ы 
3 3 
Er leo ЁК» ue ace 
tent nnm 3 3 
k=3= x= MA m x = 207.14 
| -107 87 207 
Кезрозїа: 3 rd, zy rd 3 rd 
T ; 57 297 š e A 
2) Verificar se os arcos de medidas p и» respectivamente, são côngruos. 


Basta verificar se a diferença entre as duas medidas é um múltiplo de 27: 


29m Sm 247 
A “а сл Тете 


Portanto os arcos dados são côngruos. 


Im 
3) Determinar, através de alguns de seus elementos, um conjunto de arcos cóngruos a AM, conhecendo-se sua 
12 determinação positiva. 


med (АМ) = 35° 
k = 1= med (АМ) = 360º + 35º = 395° 
k = -1= med (АМ) = -360° + „Э5= -325° 
k = 2= med (ÁN) = „729+ SS = 755° 


k = -2= med (KM) = 12204 Э5°= -685° 


Resposta: {.......... Ерб": 12325 O 395°, 755°, шш... + 


56.11. FAÇA VOCÊ: TAREFA 77 


I. Obtenha uma fórmula genérica para os arcos côngruos, cuja 12 determinação positiva é: 


T P т 
DahedlaM= к. 36045 =x. 360 ; kez i 2 medl (h) (2x4 C) va ; kez 
z, 
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3) 3a 


med (A) (a эх уу. ; 
4) 185? 


med M)=(x.300+188) ; w€ z 


П. Determine a medida de trés arcos cóngruos а АМ, 
sabendo-se que sua 12 determinação positiva é: 
1) 45º 
medl ÁM) = k:360+45º 
к=1 => med(AM) - 360 4+45'= 405º 
Ke 2= ewe d (AM) = 2.з6б+45°= 765° 
k232 med(AM)23. 360445= 142,5" 


2) id 
medlAM)- 201 + SH ЕШ 


К= 1 => med Imp 27 


+50, —- AAN vd 
K=2= med (АМ)- 4T + ST фе ind 


vis 


к: 3 =m ed (AM): bras = Эа T r 
» T 

k=1=> med( (am) = t+ а > T vá 
k=2=> med(AM)= a 33. - 23 Tra 
k=3= med (Ам) = + = = Y va. 


HI. Verifique se os seguintes arcos, dados por suas 
medidas, são côngruos: 
1) 30º e 390º 
© 
390”-30”= 360 
cómgruos 
37 


2) - 5-14 e = td 


ар ст) + 


São сӧм qruos 


são 


3) -318º e 1122º 


1122-(-319)- 144 = 4, 360 


são cS qaos 


56.12. REDUÇÃO À PRIMEIRA VOLTA 


221 


4) 5 rd e Z ra 
22 -Xz 211. ЗҮ = S. 21 + Y 
3 3 3 Е 
não são cômarvos 
5) 157 ¡q 8 A d 


a 5 Е de" = ОЙ = 5.21 
São cómgrvos 


6) 20° e 590° 


590 -2$= 570 = 360 «210 


mao sao comqruos 


IV. Determine, através de alguns de seus elementos, o 
conjunto dos arcos cóngruos a ÁM, conhecendo-se sua 12 deter- 
minacáo positiva: 

1) 150° 

^^ o o ° 
kz4 «o ad (AM) = 360 + 150 s 510 
к= 2 9? med (АА) 720º + 150 = 870 


ke-i => med (Am)=-3607+ 150” 2-210 
k=-2=mmed (AM)=-320 + 159 =-570 


R=1...,-530,-216, 159, 510%, вэс... | 
2) f ud 
к=) => medlam) = 21+ АТ. 40 y м 
K-2 =>med(AMI=4T+ 47 зет vd 
E s 
k=-1 => med (АМ) 21+ ap - AE rá 
k-z =>mes(Am]= A+ ta = E Ya 


1-29; ME, aes, 295 .---} 


R= (z pag 


21 


3) ii 

K=4 armel) 27457 = 21 Sa 

k=2 =>"med (áM) = PPPE - 2s aC e. 

iem el (2 4 2T. -20 Y га. 

31 11 

x=-2=>meJ(Aml= HT + = -42 T та. 
-(..,- 428, 208, ат ‚гал, лык... 
К+ |... Ar^ Y. AXE 


Problema: Dado um arco, através de sua medida, achar a sua 1? determinação positiva. Vale dizer que 


desejamos reduzí-lo à 18 volta positiva. 
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Exemplo: 
Reduzir à 18 volta os arcos que medem: 
a) 3630° 
basta escrevé-lo sob a forma: 


3630° = k.360° * o, com 0° <a < 3605 
onde а é o valor procurado 


3630º | 360º 
30° 10 


isto 6: 3630° = 10-360? + 30º 


Resposta: 30º é a menor determinação positiva. 


b) 177 
l7T2 k-21 * à, О<а < 2т 
O д 
177: 27 = Er 8 2 
isto é: 177 corresponde a 8 voltas completas, mais > de uma volta. 
e de uma volta corresponde a dm 2n rd = nrd. 


2 2 


logo: 17т =8-2n. +T 


Resposta: m rd é a menor determinação positiva. 


Sir 
а 
3 k 2-7 ta, О<оа < 2r 
Sir Sir 1 51 9 
A T 
à mt 3 49 
isto é: —5- corresponde а 3 voltas completas, mais 4 де ита volta. 
9 9 9m 
"m de uma volta corresponde a 3^ 2n rd = = 1d 
Sm _ Эт 
logo: 7 = 3. 21 + 7 
97 E EAT m 
Resposta: —- rd é a menor determinação positiva. 


7 


56.13. FACA VOCÉ: TAREFA 78 


L Reduza à 1? volta os arcos que medem: 


227 
— rd 
1) 3500° E da 
© © 
3502 3.360 + 260 delta 32W +L TV 
Q: 260 € a menor deter minação positiva Rate a menor determimação positivo. 
3 
2) 21тїа 
) TO nao. AW. 3 W 4) E aa = 3.214 BE 


Ñ: YQ a леток determmagio positiva Adm 
0: 8"4 e a. manor detevomimacão po sive 
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5) 365° 7) 1310 gr. 


265% Sec". m" 1310 gr s 3. 4CÓ + 116 
RS e amentr deter mW ¿ho pe sitiya R: e AY € 4 menor Jdeterminagãio positiva 
6) 835°18° 


B35º18'= 2.3607 + 115^ ¡8 


R: 445? 18 e a mawor defterim nação positiva 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


As Funções Trigonométricas 


57. OS CONCEITOS DE SENO E COSSENO DE UM ARCO 


Consideremos um ciclo trigonométrico e um arco AM 
tal que M = (хм, ум). 


Define-se: 


кл кз 


ou seja: 


58. A FUNÇAO SENO 


hy Seja x um número real. Sempre podemos associar a 
A 
este nümero real um arco AM tal que med (AM) - x rd 
e colocar: 


= 
sen x = sen (AM) = ум 


Podemos, então, definir a relação f de R em R que 
associa cada número real x, um número real y tal que 


y = sen x. 
Note que f é uma função de R em R, denominada 
função seno: 


f: R> R 
X — y = sen x 
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58.1. PROPRIEDADES DA FUNÇÃO SENO (у = sen x). 


1º Variação 0—27. 


a)x=0 ou med (АМ) = Ord. 
e» 
sen 0 = sen (AM) = 0. 


b) x => ou med (АМ) = jn. 


sen = SEn(AM) = ... 1... 
c)x=7 ou med (ÁM) = T rd. 
зет(Ам) = O 


sen T = 


у 3т 
j ou med (AM) - 2 rd. 


d)x = 


é) x= 2т оп med (ÁM) = 27 td 
Sem AM) 


п = Muse 


sen 27 = 


Com estes resultados podemos organizar a seguinte tabela de variação do seno de um arco. 


onde — indica que x ou sen x cresce. 
e ——. indica que x ou sen x decresce. 
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29 Gráfico. (0,27) 


39 Conjunto Imagem. 


In(f) = (y € В|-1 < y < 1} 
isto 6: Im(f) = [-1, 1] 


49 Período 


Note que: 
yx, x € R= sen x = sen (x + 2л) = sen (x - 27) = sen (x + 4r) = sen (x - 47) = ..... = sen (х + 2k?) k € Z 


do que se conclui: 


59 Paridade. 


Sejam АМ e АМ? de medida x e -x respectivamente. 


Vê-se que: 
senx = OP 
OP = -OP' 
sen (-x) = OP” > 


Logo: senx = -sen (-x) 
A função y = sen x é ímpar. 


Seja x um número real. 
Sempre podemos associar a este número real um 
arco AM tal que med (АМ) = xrd е colocar: 


COS X = cos (АМ) = XM. 

Podemos então, definir a relação f de R em R que 
associa a cada nº real x, um número real y, tal que 
y = созх. 

f é a função de R em R denominada função cosseno 
ou simplesmente cosseno. 

f R> Е 
X + y = cos x. 
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59.1. PROPRIEDADES DA ЕОМСАО COSSENO (у = cos x). 
19 Variação. 027. 


a)xz0 ou med (АМ) = Ord. 
cos 0 = cos(ÁM) = OA = L. 


b) x = Z ou med (ÁN) = a. 


d) x = E ou med (ÁM) =< nd. 


cos = = cos( Am) = O 


е) х = 2л ou med (АМ) = rt. 
совт = Costam) . 4 


Com estes resultados pode-se escrever: 
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29 Gráfico (0—27). 


39 Conjunto Imagem. 

Im(cos x) = (y € R|-1 < y < 1}. 
ou Im(f)= [-1, 1]. 
49 Período. 


Nota-se que: 
мх € R= cos x = cos (x + 2л) = cos (x - 27) = cos (x + 4л) = cos (x - 411) =.....= cos (x *2km) k € Z. 


do que se conclui: 


59 Paridade. 


ЕЕ PS E x 
Sejam AM e AM” de medidas x e -x respectivamente. 


Vê-se que: 
cosx = OP 
e = cos x = cos (-x). 
cos (-x) = OP 


Logo: A função y = cosx é par. 


59.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 79 


Valores do seno-e cosseno de arcos notáveis. 


І. No círculo trigonométrico seguinte Му, Ma, Мз, M4 
ges] 
são vértices de um quadrado e med (AM1) = 45? ou Au. 


Considere o triângulo retângulo OPM; onde OM; = r = 1 e: 


Calcule: a) sen 45? e) sen 225? 
b) cos 45? f) cos 225? 
c) sen 135? g) sen 315? 
d) cos 135? h) cos 315? 
2 
* 
Bey. um. s a. EO m 


жй Ë +... = ...2. 00 Ñ, = кор 
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А AAA 


a) sen 45? = NA Le e) sen 225° = . 2... IV. Considerando o hexágono regular inscrito num шо 
2 = unitário, calcular: 
cosas = J2 . р 082259 = 4/2, 
2, 2 
с) sen 135º = m g) sen315° = -42 
2 z 
d) cos 135° = БЕ ГЕ h) cos 315° = X2 
2 2, 


П. Mj, M5 е Мз são vértices de um triángulo equilátero 
inscrito num círculo de raio unitário. 


a) sen 150° = À d) cos 150º = EB . 
UE M 
b) sen 210° = -1 — е) cos210? = „уЗ 


: 
pd 


с) sen330º = .-1 f) cos 330° 
Logo: 2, 
dra ЙГ = Г РОР, РРР ' 
тей (AM1) = 60º = rd. И АРК MERE O DR ЧА 
Como Qs = rV 3, vem 93 = У 3 = MaM,. 
3 3 зе NN NN О... 3. EN —— —— ED TS EPA ARO E 
Então calcule: 2 2 
2) зеп 60° b) cos 60º E Na Дина do exercício (1) onde você calculou 
o s e sen 60° e cos 60 observe que: 
ERE E — Кы Че ү Na RENE 
, o 
ANT E E aS x. TR S 
z > 2, 
Ш. My, М», Ms, Ma, Ms, Mg são vértices de um 
hexágono regular inscrito num círculo de raio unitário. 
Жн ° ее! о 
med (AM ,) = 60 med (AM3) = 240 
~ o EY ° 
med (AM3) = 120 med (AM4) = 300 
Então: Calcule então: 
~ ° T o o - 
“€ а a) sen 120 = КЕ dy cos 120 — unnm 
med (АМ;) = 30 6 rd. e COS12U =; ус 
€ = r, = 1 = MM 
опо Kg s c, жеп Po MaM b) sen 240º = (5. e) соз2409®= TA. 
Са1сше: = z 
az - 43 Viste 4 
a) sen 30° b) cos 30° c) sen 300 al КРО D cos 300 73 pe 
semad.=..de _.. соза жле. | d ё a= r 3. =>. 6a. ХЕ m 3e oA I 
© 
Sem aG. LA U. - ui casada . EM Oa we cr A qap ИИИ 
2 > E e 


VI. Complete as tabelas seguintes, que você usará sempre, pois são valores trigonométricos para os arcos notáveis: 


ИШ ИЕ 
Cosseno 
Graus Radianos 


VII. Determine o gráfico de f: x > у = 2senx. no intervalo lo, 


(Complete a tabela). 


! 
| 
| 
! 
1 
T 


——-————— 


УШ. Determine o gráfico de f: x > y = cos2x. no intervalo lo, 27]. 
Complete a tabela. 


IX. Calcule o valor de: 
a) sen 1830° 


reduzindo 1830º à primeira volta. b) cos 1500º 
1830° = 3cP 1500° = HA 
sen 1830? = sen 20, = M cos 1500° = cos AQ. = Ais. 
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59.3. EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


60. PRIMEIRA RELAÇÃO FUNDAMENTAL DA TRIGONOMETRIA. 


CAN, 
NL 


Aplicações: Dado sena = / —, calcular cosa. 
Como: senta + cosa = 
costa = 1 - senta 
15 1 
RR ui lb. 
costa = 1 16 16 
Ë cosa = E 
š 1 
Observa-se que: 
Se o € 19 quadrante 
cosa = ES 
Ca » 
AN sena > 0 
` A 
1 
cosa = -- >0 


60.1. FAÇA VOCÊ: TAREFA 80 


I. Calcule em cada caso, o que se pede. (sen Q ou cos Q) 
e interprete na figura a solução que você deu, marcando o 
arco AM. 


a) Dado cosa = £ e @ € 1? quadrante, calcule sen 0. 


Pela relação fundamental => 
sena + costa = 1 = 


16 16 
2 ius El = 1. 
sen“ + .91 вел 25 
senta = = => enic 

25 5 
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= 
Seja AM tal que med (АМ) = a. 
No triángulo OPM: 
(РМ)? + (ОР)? = (ом). 
Сото РМ = sena, ОР = cosa e ОМ = 1 vem: 
(sen a)? + (cosa)? = 1. 
(sen a)? costuma-se representar sen?a. 


(cos a)? costuma-se representar cosa. Portanto: 


Se a € 2º quadrante 


1 ] 


cosa = 16 zm: 


sena > 0 


1 
cosa = - Ep 


3 
b) Dado sena = z ea € 3º quadrante, calcule cos о. 


senZa + costa = 1. 


By COS EL DE Re as 
4 
сеа. ж.а. РР? a ae ua a sa => 
4 
cosa = - 1... 
2 


c) Dado cosa = EI e 4 € 29 quadrante, calcule sen a 


EO V ОКК КОККО, 
2 


¿Set a Aud. „В 


ОТТА БЕ6Е 


2, 


d) Dado sena = еше 4º quadrante, calcular cos q. 


II. Sendo x um arco do Universo U e U- (x€ В|0<х< 27) determine os possíveis valores de x que satisfazem as 


sentenças dadas, nesse universo, e interprete no círculo trigonométrico as soluções obtidas. 


Veja o 19 Exemplo. 


a) sen2x - 1 = 0. 
sen2x - 1 = 0 = (sen x - 1)(ѕепх + 1) = 0 = 


=» senx=1 ou senx = -1. 


Interpretação: 
da na ш Zu. senx--1-x- 270? ou 37 та, 
АМ = 90º ou Ti. АМ = 270% ош Laa, 


2 2 
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b) cos2x - L = 0. 


2 
ч E (A = [2 = 2] 
СОВ cap Ани. ЫКЫ. rig MA —— 
Interpretação: 
-N2 
cosx=s E бея ET 


M dem AB өө N rd X=135"ou A rd 
4 
ou ou 
Pu 4A. = 228%. ST v 
х= 315 ov т Yd. x оо € d. 


M' 


c) 2cos?x = V 3 cos x. 
cos a [сов] «o => cosx=0 ov со%®= iz. 
Interpretação: 


Cos x =O => 


«9o ov X vd 
2 
ou 


A К т 
х=27О oo 2I rd 


d) 2co?x - cosx- 1 = 0 
(Sugestáo: ponha y - cosx e calcule y) 


eU -j =O ax = -і 
id A e 
COsx==) =) Хао? oo x =o cÁ 


cosx= 21 2 X=120 оо 21 Y 
x. я 3 » 


X=24000 48 và 
3 


e) cos (y ==, 


(Sugestão: ponha у = + - 10º, ache y e depois calcule x). 


cosy=1 (= a= °° ou Ord 


y=% -19=6 => X230 ou Í va 
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f) 2 cos (x - P = V2. 


) 2sen?x - cosx = 1. 
£ 


h) sen? x - = 0. 


oy Ë «== a= оо qu dirá 
ix x= L. pois 2Yé u 


2 li-co8x)-cosx =1 

-2 cos -cosx +) == (=> 2cošx +cosx-1=0 
20.1 =o <=> y=-1 ou AT 

Cos х = - 4 => х= 180° ou W vd. 

cos х= + => EA 


3 
x=300 co SY vd. 
3 


sen x= 2 ¿=> 
= = МЕУ z a d AT 
em x ML = 60 o. ra 
X= 120 с» AT ха 
Semx= EY =) xX-2240 ou AL ха. 


2 
X=30S os БҮ ra 


61. IDENTIDADES E EQUACOES TRIGONOMÉTRICAS. 


No item anterior você fez um trabalho que significa resolver algumas equações num universo limitado, isto é: 


Usix|x€ R e O< x< 27). 


CON 


T | 


Entretanto o universo dos arcos trigonométricos é 
todo real, como vimos, pois quando se fala de um arco 
АМ trata-se de arcos do tipo АМ =2kn + x, k € Z, isto 
é de todos os arcos trigonométricos (e como conseqüéncia 
de todos os ángulos centrais AGM) cuja primeira determi- 
nação positiva mede x. Logo, dada uma sentença: 

f(x) = g(x), onde f(x) ou g(x) envolvam pelo 
menos uma relação trigonométrica deseja-se saber no 
Universo R, qual o conjunto verdade V dos valores de 
x que a satisfazem. 
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Definimos então: 
61.1. VERIFICAÇÃO DE IDENTIDADES. 
Na prática para se provar uma identidade, como: 1-2 sen2x = cos?x - sen?x 
w mi 


ii 
A B 


deve-se obedecer a um dos seguintes procedimentos: 


19) Desenvolver A e transformá-lo em B. 
20) Desenvolver B e transformá-lo em A. 
30) Desenvolver A e transformá-lo em С е desenvolver В e transformá-lo em С. 


Deve-se observar que náo se pode trabalhar a priori com os dois membros da igualdade A = B, pois estaremos 
admitindo que ela é verdadeira antes de prová-la. 
Usando o 19 processo, faríamos: 


А = 1 - 2 sen2x. 
A = sen2x + cos2x - 2 sen?x. 


А = cos2x - sen?x que é igual a B. 


Logo: A = B. 


61.2. FAÇA VOCÉ: TAREFA 81 


Prove em seu caderno as seguintes identidades: 
a) 2 costa - senta = 3 costa - 1. d) 2 cosa - 1 = costa - senta 
b 1-2 веп20 = costa - senta. e) 2sena = 1 - cosa + sen?a. 


c) sen?a - cos? = sen?B - cosa. 


— 


61.3. RESOLUCÁO GERAL DE ALGUMAS EQUACÓES TRIGONOMÉTRICAS EM SENX OU COSX. 


19) Vamos determinar o conjunto verdade V no Universo IR da equação: 


ia E: 
= 


LL a 18 determinagáo positiva; logo: 
a) x = 2Кт +3, k € Z. 

T 
Бух = Hart REL 


Portanto: У = (x € R|x=2kr+ En k € Z) 
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29) Determinar о conjunto verdade de V no Universo R da едиасйо: 


У2 


sen х = —— 
2 


А primeira determinação positiva ё + radianos; эт 


M2 Mı 


E G ow 


também é solução, pois med (АМ,) = 4 rd. 


med (АМ,) = a. 


Então: 

a) x = жт + s k <: Z. 
37 

b)x = т +, k € Z. 


soluções que podem ser reunidas em: 


3T 


V = (x€ Rix = кт + T ou x= km + — k € Z). 


Observação: Este resultado pode ser escrito de тапеїїа resumida se observarmos que a expressão do item b) 
equivale a: 
xe dr 4 SL SE + s ale + Da od 
4 4 4" 

Então, temos: 


a) x 22km + Č ou x = (n9 par)z + Z., 

4 4 

T А T 

b)x = (2k +1)т- qx (по ímpar) 7 € 
Resultados que podem ser resumidos em: 


x= пт + (CD T, n€Z, e daí: 


V = (x € Rix = nz + C" 7, n € Z). 


61.4. FAÇA VOCÊ: TAREFA 82 


Determine o conjunto verdade V, no universo R, das b) 2 sen (x + = ed 
equações: 
1 (Sugestão: ponha y = x + — + ‚ calcule 2 e depois x). 
a) snx = -—. 
2 š Semu= i y= E et ov у= SL + КА Y 
POE 
x =. A. yU DK oux = AM 42 IN so г асын ж, 
у= 5 € RI XzAKW a 2T. ~ 98. A AK MAT SR) eE E. SE ,.2«V = х= 21 АКТ 
E € 3 
ou соат" 
у= {хє ві „Кї ae IRE. 1 у= {хє ві халка Xs Lai, КЄР). 
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с) 2sen?x - senx = 1 e) sen (2x - 30°) = 1 


(Sugestão: y = sen x). pem A k. Soc" « 96! > wota меч 466° 
- - = == = =- k 
Ay caca о < dr eo Y c os к= T LK 
mem x= і => x= EE „єй 
ашк: p ZE, акт VE (хех. х ART кея. } 
V 3 
y i Дд f) соѕ (2х - 309 = 1 
У = {х € Rm Tapa BLAKE ixo ш Ares = es k. 3609 => ALE + кавс" 
ou 
k 
у= {хє КІ. аак vm Kc) A e.) eu Xx» y KW 
г © 42, 
V= ER au E ku E AA . 
d) 2 cos2x = 1 T ' 12 
en^x - 
cos k= 4 =) cosx = HEN ° а de +v2 
T 2 sem “X= => sem x = £ 
х= Lat, x= -X at; scar ee; "S 
Т дас. а іа оо X= f aT 4 2KT 


V=(xER Ru едил. si 


V=(xe RI. A 
ou resumidamente: { AIDA 


ou 


V = (кек хакта]... V= (XE RI, MD. } 
4 4 
61.5. EXERCÍCIOS DE REVISÃO | SEQUÊNCIAS: 7, 8, 9. 


62. A FUNÇÃO TANGENTE. 


62.1. DEFINIÇÃO: O eixo das tangentes é aquele que tem 
como reta suporte a tangente ao círculo trigonomé- 
trico no ponto A, origem da contagem dos arcos. 
Será positivo acima de A e negativo em sentido 
contrário. 


Define-se: 
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Observação: 


É fácil ver que quando o ponto M coincide em B ou B”, isto é, med (АМ) = 3-14 ou тей (АМ) = Эа 


+) <> 
a intersecgáo náo se realizará pois OM será paralela a AT em ambos os casos. 


Daí a observação: 


Indica-se pois, a função tangente sob a forma: 
f A> R 


хь y =tgx, onde 


A=(xER e x x 2kr + rd, ЖЕ 7]. 


62.2. PROPRIEDADES DA FUNÇÃO TANGENTE. 


1º Variação. 


Seja x = med (АМ) 


х Є 19 quadrante. 


0< x < Fri O < tgx < += 
ou 


Ow XS lu tg X é crescente. 


x € 29 quadrante. 


+ <x < пй» -oo < tg x < 0. 
ou 
3 < x < nrd= tgx é crescente. 
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š 
S 
S 
3 
> 
9. 
% 
Ш 
T 


т< x< Tuo 0 < tgx < +o, 


ou 
rd= tgx é crescente. 


37 
2 


тех < 


х Є 4º quadrante. 


-œ < tg x < 0 


Ter < т 


ou 
< x< 2т== tgx é crescente. 


37 
2 


Conclusão: 


2º Gráfico: 


y = 1х. 


3º Conjunto Imagem. 


R. 


Im(tg x) 
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49 Período 


Nota-se que: 
tgx=te(x+m) = tg (+ 2л) = ..... = tg(x- km) 


do que se conclui: 


59 Paridade. 


Sejam ÁM/med (АМ) = x 
E 
e ÁN’ [med (АМ?) = -x 


Сото: 
tgx = АТ 
e e AT = -AT 
tg (-x) = AT 
então: 
tg (-х) = -tg (x). 


Do que se conclui: 
62.3. SEGUNDA RELAÇÃO FUNDAMENTAL DA TRIGONOMETRIA. 


VN. IO 
Seja AM/med (AM) =x e x £O. 
snx = PM, cosx = OP е tgx = AT. 


Observa-se a semelhança dos triângulos OPM e OAT, M 
pois têm dois ângulos congruentes, logo: 
AT _ PM op BE еп» q 
OA OP ] cosx 
OPER DN 
8X = osx 


Portanto: 
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Aplicações: 


Cálculo dos valores da tangente dos arcos notáveis (30^, 45º, 60º). 


a) Como: 
Qf es > 
“i Е. tg 30° = : 
e => = — = —I—nrFh ш 
s xw à Wr dieit 
cos30 = — — 
2 2 
b) Como 
e = {045° =——-= 1. 
6 V2 : У 2 
соѕ 45 um UT 


62.4. FACA VOCÉ: TAREFA 83 


1. Conhecendo os valores da tangente de 30°, 60? e 45°, 
calcule com o auxílio do gráfico os valores solicitados a seguir 
e faça em cada caso a interpretação no mesmo círculo trigono- 
métrico. 


a) tg 150º, tg 210º, tg 330º. 


150 = aqa] NB... 
o o 3 

2210 = fa adu ДЗ... 

18 330º = cla з з. 
4 3 


120° = 1960.13, 
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c) Como: 
sen 60º = = уз 
е 10 = е». 
i adl. > 
cos = 2 


с) tg 135º, tg 225º, tg 315º. 


П, Calcule o valor das seguintes expressões: 


sen 30º cos 60º - tg 45° 


e cos230° + sen?30 
b 2.257 10 a F 
ROME Lu ia z" E 
Е І К 1 z 4 
AS 41-242: E pe TNCS 
4 
_ tg 45° cos 45^ - sen 60º 
D B= tg 45° 
m m zJ 
ode E > 
de L 
p= NX SB M 
1 


Т 1 - 2 sen 30?cos 30? 
LES gds” - cos 60° 


d) V3 tgx = -1. 
| {з Na 
co 
s. ж + 
С = 2,» X3! 


III. No Universo 


U-(xeR e 0<x<2rrd). 
determine o conjunto verdade das seguintes equacóes (interprete 


graficamente as possíveis soluções). Veja o 1º exemplo: 


a) tgx- 1 = 0. 


x = med (АМ) = 45° = Ẹ rd 
tgx=1 > ou 


x = med (My) = 225° = Tia. 


У = (4 rd, 51,4} 


t) V3 tgx = 3. 


52402 A т... 
c) V3 tgx = 1. 


y EE E ció 
ч 
Ala S NM 
da ama = 4 
2,2225. = | e 


63. RESOLUÇÃO GERAL DE ALGUMAS EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS EM TG X. 


tgx = 1. 


Vamos determinar o conjunto verdade V no Universo IR da equação: 


+ ou 45° 


é a 18 determinação positiva de tg x 
Logo: 


= 1. 


a) х = — + 2kr, pez 


b) x = 27 + 2kr, 


k E Z. 
Todavia a solução b) também se escreve: 

T T 
Xx=2kr+m+ 4 = Qk + rt. 


do que resulta: 


a) x = (по par)r + T 
Como nr, com n Є Z indica (по par) e (по ímpar), 
b) x = (n9 їтраг)т + TL 


estes resultados podem ser resumidos em: 


V = (x€ Кх = nr +— n € 2}. 


63.1. FACA VOCÉ: TAREFA 84 


1. Determine o conjunto verdade V no Universo IR de 
cada uma das seguintes equações. 


D Vigre h 


¿rr TATE S 
E E ж E а ons s ANT an. жасашат 
Am Таак. ou. 2 3 ж. МЄЛ. ЗООС 
v= (x€ к! йа té —À J V={xERİ... BELA h, Se X жасын } 
[5] 1 ° 1 
b) e г (fazer 3x + 15 = y). d) tgx + y=? 
315 = 301 300k оозе 3011804 eek] ца. PARA za 
IA" | e edt 
E X=S rhe LEE Ro ecd ee: ЛАКА = asa SL es x= aen 
X= KI , жє 
жуы, чч = ON eem E E MU Ce TUER esI 
& xz KT) ke z | ë Xa КЇЙ 
у emi. f xs. ка кєз. } у - (x € RI 
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1 
e) tgx = - Se 
кал КЁК. eu na ЁЁ. 257 5-2 1067 


П. As funções sen х, cosx е tg x se relacionam através 
de relações fundamentais e independentes (sen? x + cos?x = 1 
sen x 
cos x 
as outras duas. Calcule os valores das duas funções que faltam 


em cada caso. Interprete graficamente os resultados. 


etgx- 


) então, dada uma delas pode-se, sempre, calcular 


a) senx = -5 e x € 39 quadrante: 


sen2x + cos2x = 1. 


ly + cos?x = E 


cos2x = 1 - 1⁄4 = Y 


o E 
з 
cosx = Ja e tgx = X 


e x € 49 quadrante: 


b) cosx - 


taxa ted о O E 


c) tgx - -1 e x € 2º quadrante: 


An acm. АЗ, — Qe RS X =. I, — 
^? Sen x = {2 ij é cons Т {2 Ef 
gens = 


z e x € 19 quadrante: 


d) cosx = 


ed A €————————— 
cosx 


А mx МӘ е tgx= .! 


^ Senx = FEM 
2. 
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. 
63.2. EXERCÍCIOS DE REVISÃO SEQUÊNCIAS: 10, 11, 12, 13, 14, 15. 


64. A FUNÇÃO COTANGENTE. 


64.1. DEFINIÇÃO: O eixo das cotangentes é aquele que 
tem сото reta suporte а. tangente ao círculo trigo- 
nométrico no ponto B onde: 


med (ÁB) = 7-14. 


Será positivo à direita de В е negativo ет sentido 
contrário. 


Define-se: 


Observação: 


Vê-se que quando М coincide com А ou A”, isto é med (АМ) = Кт rd, a intersecção não se realizará pois бм 
será paralela а BC. 


Daí a observação: 


Indica-se, pois a função cotangente sob a forma: 


f: BSR 
X e y = cotg x. 


onde В={хЄ R"e x Z kmrd, КЄ Z). 
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64.2. PROPRIEDADES DA FUNÇÁO COTANGENTE. 


1º Variação. 


Conclusão: 


Seja x = med (ÁM). 


x Є 1º quadrante. 
0O<x< T +оо > cotg x > 0 
ou 
кш 


0<х< >) rd => cotg x é decrescente. 


x € 29 quadrante. 


< x < 7 rd= 0 > cotg x > -œ 
ou 


nja ela 


< x < rrd=> cotg x é decrescente. 


x € 39 quadrante. 

= +оо > cotg x 2 0 

š ou 

s < x< = = cotg x é decrescente. 


37 


TSIS 2 


x € 49 quadrante. 


< x < 2r => 0 > cotg x > -oo, 
ou 


UJ uy 
NE els 


< x < 27 = cotg x é decrescente. 
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29 Gráfico. 


y = cotg x. 


39 Conjunto Imagem. 


R. 


Im(cotg x) 


49 Período. 


= cotg (x + km). 


cotgx = cotg (x + п) = cotg (x + 27) 


Como: 


Conclui-se que: 


59 Paridade. 


= X 


m 


[med (АМ) 
'[med (АМ?) 


EN 
AM 
Z 

AM 


8 
D 
N 


=x 


| 


-cotg (x). 


e 


Como: 


= BC 


cotg x 


- -BC 


e BC' 


= BC 


cotg (-x) 


cotg (-x) 


então: 


Do que se conclui: 


160 


69 Relaçáo Importante: 


cotg x = Ex 
Basta observar os triângulos semelhantes: 


AOAT e ДОВС. 


AT OB MES 4 


а TU —cotgx 


65. AS RELAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS NOS TRIÂNGULOS RETÂNGULOS. 


Seja o triângulo ORS e o círculo trigonométrico 
` onde: 


PM = sen x 
ОР = cosx 
AT = tg x 


е x = med (RGS). 


Como: 
AOPM — AORS 
PM _ RS 
OM OS 
ou sen x = I 
7 OS 
ѕепх _ RS 
1 - 0S ou 


também: 
ОР _ OR 
OM OS 
ou cosx = 55 
cosx _ ОК 
1 . 08 ou 
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Аїпда: 
ЛОАТ — AORS. 


AT | RS 
OA OR 
RS 
ou tgx = R 
tgx _ RS 
1 ОЕ ou 


65.1. FAÇA VOCÊ: TAREFA 85 


Aplicações: 


I. No triángulo equilátero de lado € = 2 (cm ou m ou uma unidade qualquer) calcule os valores do seno, cosseno e tangente 


dos ángulos de 30? e 60°. 


а) Calcule h: 
A 

2 2 2 

O Y Q OY 

2 2 
k = Ч-А=5 => 
ъ= M 
E 1 > с 


60° = 13/2, sen 30º =, 1/2. 
cos 60º = Ya, cos 30º = Үз, 


IL. No quadrado de lado unitário, considere a diagonal d 


e calcule seno, cosseno e tangente de 45°. 


a) Calcule d: 


-b) Complete. (racionalize os resultados). 


sen 45? NR. = X22. don 
cos 45° = Aat = Nz, Ls 


асла зана. 


Ш. Guarde de memória estes triângulos e os valores de 
suas medidas. 


Você sempre saberá os valores das funções trigonométricas dos 
arcos notáveis de 30º, 60º e 45º. 


65.2. EXERCÍCIOS DE REVISÃO SEQUÊNCIAS: 16, 17. 
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66. AS FUNÇÕES SECANTE E COSSECANTE. 


Seja um arco AM tal que med (ÁM) = x. (х= 0º e 
x 907°). 

Tomemos uma reta tangente ao círculo trigonomé- 
trico no ponto М; essa reta intercepta o eixo das abscissas 
em S e o das ordenadas em R. 


Define-se: 


Secante АМ = OS sec x = OS 


e e 


Cossecante ÁM = OR ou cossec x = OR 


Observa-se que a secante não será definida quando x = 2k z + E k € Z e que a cossecante nào será definida 
quando x = kr, k € Z, pois nesses casos inexistirão OS ou OR respectivamente. 


Então podemos dar as definições formais de secante e cossecante de um arco AM, do seguinte modo: 


66.1. DEFINIÇÃO: 


66.2. DEFINIÇÃO: 


Simbolicamente teremos: 


66.3. SECANTE: 


a) Definição: 


f: А = R 


X > y = sec x А={хЄ R e x £2kn t 1. 


> k € Z) 


163 


b) Variação: 


0<x<— > 1 < secx < +=. 


7 < x < T= - < secx < -1. 


r< x < Ts -1 > secx > -o 
37 


7 < x < 2m= +e > всх > 1. 


c) Gráfico: 


d) Período: 


Como: 
sec x = sec (x + 2r) = ..... = sec (X + 2k m) 


o período da função secx é 27 radianos. 


` е) Paridade: 


Сото: 
secx =OS e sec(-x) = OS. 


então: 
sec x = sec (-x). 


Portanto a função secante é função par. 
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f) Propriedade: 


(cos x + 0). 


a 
UN AOPM — AOMS. 
FA (ambos têm um ângulo x e um ângulo reto). 


5 
ОР _ ОМ ou £osx _ 1 
ОМ OS 1 secx 


Ex.: cos 60º = s: = sec 60° = 2. 


66.4. COSSECANTE. 


a) Definiçao: 
f: B > R 
X b y = cossec x В={хЄ R е x kr, k € Z). 
b) Variaçao 
0<x<—= +оо > cossec x > 1. r < x < To -= < cossec x < -1. 
< x < z = 1 < cossec x < to. ŽE < x< 2m > -1 > cossec x > -%. 
c) Gráfico: 
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d) Período: 


Como: 
cossec x = cossec (x + 27) = 


o período da função cossecante é 27 radianos. 


e) Paridade: 


f) Propriedade: 


Exemplo: 
sen 60º = 


Уз 


2 


= cossec 60° = : 


66.5. FACA VOCÉ: TAREFA 86 


L. Determinar o valor de cada uma das expressões, para 
os valores indicados em cada caso: 


sen x + tg x 


1) А = рага х Є 19 quadrante е 


sec X — cossec x 
COSX = 


& 
sen?x + coj?x = 1 > SENA t. 


sen?x =, = sen x (3 


sec x = "^ "— cossec x = FÃEM 
3 


= cossec (x + 2k m). 


Como: 
cossec (x) = OR e cossec (-х) = OR” e OR” = -OR 


entao: 
cossec (-x) = -cossec (x) 


Portanto a função cossecante é função ímpar. 


cossec x = (sen x + 0) 
sen x 
AOQM ~ AOMR. 
(ambos tém um ángulo x e um ángulo reto). 
OQ _ OM senx _ 1 
OM OR 1 cossecx 
1 
cossec x = 
sen x 


V3 
3 


sen 90° + 2 tg 45° 


2) B=— — >—— 
) cos 225º - V 3 со 300° 
В - 132.1 =-= 142 
E = N= 
E ^ Sl 3 ) L Š 


П. Provar as seguintes Identidades. 
1) sena • tga = seca - cosa. 


Seca - Cos o, = i - COSO. = 
cosa 


1- собо, Sema, 
d- cosa . Semta _ ha. 
CSS o cosa — ^ =з. 
2 4 2 


2) 2—-1-cos'a  sen'a. 


cossec“ а 

i-coda + seraz(i-coda) + sema = 
2 

sema + seña = 2 sea s 2 


2 


_ Cosseca + tg?a - sec a 


1 - sena 
cotg a 2 


3) cosa 


2 z 
cosseca + Q-Séca. _ 


cota a. 
1 (cosa) 
sema. costo 
cosa 


= Sema. 
ema, 
i- Sema 


cosa 


A KA 


Cos a. 
Sema. 


cosa 


III. Determinar o conjunto verdade das seguintes equações 


no Universo [0, 27[. 


1) ѕес2х - Хх = 1, 


cos?x cosx ^ TA s*x 


(-сов'х)- sewx.cos x = © (=> зех - sexy cos Xe o 


sem x(sewa-cosx)e о 
SEML=O => X= 480 oufri oo X=” ou ord. 
ou 
semx=cosx =>/%=45 ou T vd 
4 


22225 00 57 ral 
Ve Low, End, Trd, EL va } 


66.6. EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


cossec*o. 


Sema _ 1 
sema * costa costa 


= Ш- sena ). Sema. " 


2) tg x - cotg x = 0. 


2 2 
CosX =o у Semx-coSx _ O 


semwx _ 
Sex Senx.cosx 


Cos % 


sewx -(i-sevix) «0€» 2 sex x 21 20 

Se^ X + => Sem X= (2 ou senza IZ 
е 2 x= Tr x= ЗТ rd 

S мха Xx = y d oo X— 


Sem xz-Y2 =*= 5104 оо Xz үа. 


Уч, Bira, EE q + 


1 2V3 
ы зз аш 


tano 2\з' Y aA 
ye £= “y*-120 


atyx- 248 ax -3=0 
Ya X= cala tyr e 


ENS => eu 1 = ЗЇ 
tax= (3 => х + оо x AL rd 


ta x=- => х= 5Urd ov x = үл 
3 6 © 


4) secQx - E) = 2 
cos (2x- X)- L 
6 = 
2х- Y= => X= Tra 
A а 


ou 
2%-YEz ST =, x= Alf yd 
© 3 42 


— x Ат 
V=1 Md) ral } 


SEQUÉNCIAS: 18, 19, 20, 21. 
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67. AS RELAÇÕES FUNDAMENTAIS ОА TRIGONOMETRIA. 


Deduzimos até agora as cinco relações fundamentais da trigonometria, ou seja: 


Estas cinco relações são independentes e todas as outras relações da trigonome- 
tria se deduzem a partir destas. Observa-se que não poderia haver uma 62 relação 
independente na trigonometria, pois se houvesse, teríamos 6 equações nas 6 incóg- 
nitas (seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente) e a trigonometria 
passaria a ser independente do arco x, considerado, o que é absurdo. 


68. RELAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS DERIVADAS DAS FUNDAMENTAIS. 


As cinco relações fundamentais permitem deduzir todas as outras relações da trigonometria, como segue: 


68.1. sen x = f(cos x). 


Como .sen?x + cos?x = 1. 
vem sen?x = 1 - cos?x. 


68.2. cos x = f (sen х). 


Como sen?x + cos?x = 1. 
vem cos?x = 1 - sen?x. 


68.3. sec x = f(tg x). 


Dividindo-se membro a membro a expressão: 


sen?x + co?x = 1 por cosx % 0, vem tg?x + 1 = 
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cos? x 


68.4. cossec x = f(cotg x). 


Dividindo-se membro a membro a expressão: 


sen?x + co?x = 1 por sen?x #0 


1 
sen? x 


68.5. cos x = f(tg x). 


vem 1 + cotg?x = 


1 
1 + tg? x = cos? x 


Como 


68.6. sen x = f(tg x). 


1 
+ 2x = 

Сото 1 + cotg^x "NX 
vem sen?x - Esla = i - 

“Tfcgx ШТІ 

tg? x 

ou 
Observação: 


verificação de identidades. 


68.7. FAÇA VOCÊ: TAREFA 87 


1. Verifique as seguintes identidades. 


2 
a) lemni cos?x - sen?x. 
cossec^x 


fa 2 
cossec?x 


z 1-2 sex 


( se£x «cosctx)-2se 3x 


€ 
cosx- sew x 


tg? x 


IFF te x 


Estas fórmulas são normalmente utilizadas na solução de equações trigonométricas ou na 


sen? x 
cos x 


= 2 sen x • cos x. 


b) tg x + sen x + cosx - 


3 3 
tqx + SewxCos% - Sem = MZ sewx.cos* — sux 
cos*x  cosx © 


$emxisewxcos«-Sew ш 
сох 


2 
mxseez- Sew x ti = Sewx|se VET TET 
cos x eos 


2*ewx(zcesg x |. zS xcosx 
— Vos 
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ó a? sen 137. + 2ab cos 357 - (a+b) cos HT + b? = (a - b)? 


сё 1 а 20 (-0) - (оь). о += 
= оё - 220+ = 


= be)" 


3a pô 
a tb T Tyt E 
RT sen 5 - (a^ * b^) * cos 207 - -ab. 


E CTS 


= Cot “abs b?) - Cota i) = 
а? - ab +- OŠ — ° = 


d) 


-ab 


e) 2cosĉa - 1 = costa - senta. 


соёо -sena =(cosa- sento (coco. + Sexto.) 
- p = (1-coda.)] = 

2 * 
= Соб o. ~ 1 +Cosa. = 


= 2 cos o. - À 


1-00.) 4. (a+b)(d- alo +1) (с) 


П. Determine o conjunto verdade das seguintes equações: 


a) cossec x - cotgx = 2 sen x. 


і _ сох _28em% 
= 


SEMA 
L-Cosx - 2 5ем у = О ¿> 
1 - cos x- 2, (1- сов ) =O «<=> 
2cos 2 -CoOSXZ-1 =o => 
cosx=1 =) X=2kW rd ingo e solução 


cos x=-Y2=>%= (2k«1)1f t+ 


V = (x€ R| salario”... I TR REL. 


b) cotg y - tgy = 0 


esta ys Ta w 
= aw <= til 


düw. 
T +34 = +3 оо team 


Tau = 5 =? x err 
PRE ж = < - Y 
Tas; і = A т 


У = {ує pii er. UTE DER. $ 


III. Dada tga=V3 i os possíveis valores 
de sen @ e cosa. 


= Уз >0>0€ 2 ou 22, 


quadrantes. 


sen Q = 
tga oio Ht An ES S 
sena = £ ———— & 
VICES Lena EM 
> 
1 LENS NE 
cosa = + Nr pue ou 2, 
ES алй» „А. 
1 2 
IV. Se cosx = > e x € 19 quadrante, qual o valor 


da expressao: 


cossec X – sen x 
cotg X * sec x 


Se x=V1- уч = E | cossec X = .% z 245 
Secx= Z 5 ict. x= L= 3 
з 
A= 2з-% „1° 
E 


68.8. EXERCÍCIOS DE REVISÃO SEQUÊNCIA: 22. 
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Operações com Arcos 


69. ADIÇAO E SUBTRAÇAO DE ARCOS. 


Dados dois arcos а е В, deseja-se agora conhecer as funções trigonométricas de (a + 8) ou (a - f). 


Esse estudo se inicia por: 


69.1. COSSENO DA DIFERENÇA DE DOIS ARCOS. 


Observando-se que: 


XM 
YM 


cos @ XN = cosf xp = cos (a - f) 
sen o yN = sen 8 yp = sen (a - B) 


1) Sejam ÁM tal que m(ÁM) = a 
e ÁN tal que m(ÁN) = в 


Logo: m(ÑM) = а - f. 


2) A partir de A constrói-se KP tal que 
m(ÁP) = m(NM) = a - B. 


XA = 1 
Ya = 0 


E, utilizando-se a fórmula da distância entre dois pontos para (MN)? е (AP)? teremos: 


(MN)? = (АР)? = (хм - xu)? + (ум - УМ)? = (xp - xa) + (yp - уд)? 


Ou, substituindo-se os valores, vem: 


(cosa - соѕ В)? + (sena - sen B? = [cos(a - В) - 1]? + [sen (о - В) - 01? ou 
cos^a + cos? - 2 cos a cos В + sen?a + sen? - 2 sena зеп = cos? (a - B) + 1 - 2cos(a - B) + sen? (a - f). 


Tendo-se em conta que: sera + cos?a = 1, 
sen? + cos28 = 1 
e:  sen?(a - B) + cos?(a - 8) = 1, 
vem: 2 -2cosa cosf - 2 sen o - sen B = 2 - 2 cos (а - f) 


69.2. COSSENO DA SOMA DE DOIS ARCOS. 


Como: 


соѕ В = cos(-B) e senf = -sen(-f), teremos: 


cos (a + B) = cos [a - (-B)] = cosa cos(-8) + sena sen (-B) 


(va) G8) 


3) Como a arcos de medidas iguais correspondem cordas 
de medidas iguais, vem: 


MN = AP= (MN) = (АР)? 


171 


69.3. CONSEQUÊNCIAS. 


“cos 5 - х) = sen x, (X x)”. 


De fato em cos(a - B), fazendo-se a = = ë B = x, vent 


T T т 
соз (— = x) = sam * COSX + пева ѕеп х 
м, oO 


0 1 


donde: 


No primeiro quadrante a interpretação é imediata, 
pois se: 
med (ÁM) = è med (АМ) = x 


os triângulos OPM e OP'M' são congruentes e vê-se que 
OP = РМ ou ОР’ = PM, donde 


Outra conclusão é tirada dos mesmos triângulos, ou seja: 
ОР = РМ ou ОР = РМ’, donde 


que provaremos analiticamente logo а seguir. 


69.4. “sen E - x) = cosx, (Mx). 
Tomando-se соѕ (а - B) = cosa со$ + sena зеп para а = 3 e p= E - x) 


. cos (+ -x)* зеп 5 - sen = - x) 


T 
2 


T T 
cos[— - (=; - x)] = cos 
cos x = 0. cos (— - х) + 1 ` sen (5 - x) 


^. (COS X 


T 
sen ey - x) 
Ou: 
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69.7. 


SENO DA DIFERENÇA DE DOIS ARCOS. 


Deseja-se sen (a - f). 


Sabe-se que sen (a - B) = cos © - (a - B)] = cos (5 - o) + В] 


Logo: | 

sen (а - В) = cos I - o) + В] = cos (7. - о) cos ñ - sen (5 - q) sen В. 
Como: 

cos (+ - 0) = sena e sen (5 - а) = cosa, 
vem: 


. SENO DA SOMA DE DOIS ARCOS. 


sen (a + 8) = sen [a - (-8)] = sena cos (-8) - sen (-8) cos a. 


Como: cos(-8) = cosB e sen(-B) = -senf, vem: 


TANGENTE DA DIFERENCA DE DOIS ARCOS. 


Para os valores de o, f e œ - $ € domínio da função tangente: 


sen (a - 8) sena cos В - senf cosa 


a A) "за сой T ei Rh 


Dividindo-se numerador e denominador por cosa cos ñ, vem: 


TANGENTE DA SOMA DE DOIS ARCOS. 


Para o, B e a + E domínio da função tangente: 


sen (œ + B) — sena cosf + sen cosa 
cos(a + 8) ^ cosa cosf - sena sen В 


tg (a + В) = 


Dividindo-se numerador e denominador por соѕ а · cosf, vem: 
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69.9. FAÇA VOCÉ: TAREFA 88 


L Sabendo os valores do seno, cosseno ou tangente dos 
arcos simples, calcular em cada caso os valores dos arcos soma 
ou diferença que forem solicitados: 

a) Calcule: (Sugestão: Faça 75º = 45º + 30º). 
sen 75º = sen (45º + 30º) = sen 45º cos 30º + sen 30º cos 45°= 


Чы: ETE КИК PM ОГУ 


а E ( Ei * = ) = o, Le Semi, 


T ry 14| 
tg 75° ADA ADO: am discas as... 


L-+945"4930 
EA E 
4 - 4. YE 


b) Como 45º - 30º = 15% Calcule: 


sen 15° = sabia send cos 3d Sem capo 


"m d TW c seri 
4 


cos 15 = T E Poman „зе i sema = 


E Ae —— Á— е 
ms 2. _ i 2 2 x AS 
tg 15 por M M TY а 
3+ 1445 ao” 
BEL er E tas A a A 
$+4/3 
с) Calcule: 


sen 105° = semleds 45”). Sed, Casi Stm cos 


En A eil += 


cos fo лш js t 45 KARAKAS: 


EE 2 
2 2 
4 La ys” 


3 
j^ com a e b arcos 


II. Sendo sena — e senb = 


do 19 quadrante, determinar: 


1) sen (4b) ena cost sand cosa «Loo ERE cosa 


2 2 
Veja sena ==> cosa = + 1-02 NE 
sen b = 2. cosb = + 1-52) > 
entr dde @„=1 
т} Ls 4 * 
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sen (a-b) =sema.cosb - semb.coso = 
2i. dm. doc NN 

a 2 2 E 4 2, 
cos (a +b) = < asa.. cosb- Sema. sen b= 


APO 


e 


= NS SMA G - {з 
Z X 2 x 2 
5) tg (a +b) = Senta +) = > 
cos (a + o) o 


=> À ta (a + 0) 


. Sem(a-b) -1, 2 _ 
А 17 É YF 
E ada > NE 

EJ 3 


Ш. Calcule os valores de: 


1) sen (T - > x semi. cos T _ sem M_.cosT= 
3 
sog E C0. ДЕ. 


2) cos (27. - = = Cos =. Eu cos оета sent = 


=о. E oq. -E 


3 шу + = TUS RIA. Sil on 


1% a. pA — 1-81 
iri. _ 2443) R 
i-Y9 i 
T 
ome P ESSA) ^ 
E 4 ss › = 
Т cosTicos Va- емо. 1/3 ` (-5)42-©.уз/> id 


5) cos (27 EL = Cos 2T.cos 1/4 + Sez. sem x 
= 1. X3 + = NES 
kak а: 


IV. Prove analiticamente as seguintes identidades: 


1) sen (T - a) = -sen (a - Л). 
sem K-a) =. SemTlcosa - sema cos = 


= O.coSo-- sema (1) = Sema. 
-&em (a.- X) = -Ceeua.coe T - Sent cos o.) 
z-(semCi) -O.cosa )= Sema. 


Sew T-a = — Semla- T) 
2) tg (x + Q) = -cotg Q. 


LESS )= sem e) _ seme coss «cos» s ove 


cos(Torx) се $ у» cos“ зету. Sew, 


_ Lcose-Osemw ш COS _ 


ocosa-iSems “Semx 


- cotas 


° ° 
3) sen (60° + x) - sen (60° - х) = sen x. 4) sena + cosa | ¿ote (a = 45у. 
sena - cosa 


ü ° Y а 
L(Sembocos X-Senxco 
[sev сов +semxcos 6o)-C is sid) esta (a -45) = соѕ(о.- 45?) _ 


= YS сезк» 3 Sens NS SS, Z L seda „ $e" (eg) 
* 2 2 2 Co$Q..COS45 psema.Semis _ 
= Semz Sema.cos 45° — cosa. Semy’ 


cosa. 02/2 + sema V2/2 _ 

Sena {24 - cosa. N/a 
= Ffa(cosa + sewa) _ sema icosa 
E MA (sema cosa) Sema-cosa 


70. DUPLICACAO DE ARCOS. 


Dado um arco a, deseja-se obter as funções do arco 2a. Basta fazer: 


70.1. sen 2a = sen (а + а) = sena cosa + sena cosa 70.2. cos 2a = cos (а + о) = cosa cosa - sena sena. 
id LE pe EHE 
ou ainda: 
70.3. cos 2a - f(sen a) 70.4. cos 2a = f(cos а) 
cos 2a = cosa - senta cos 2a = cosa - senta 
2 2 = 2 2 
cosa = 1 - senta senta = 1 - cos^a 
= cos 2@ = 1 - senta - senta = cos 2a = costa - 1 + costa 
70.5. tg 2a = f(tg a) 
tga t tga 21а 


taspats нт Luta 


71. BISSEÇÃO DE ARCOS. 


Problema: 
Dadas as funções de um arco @ desejam-se as funções do arco EZ 


1) Conhecido cosa obter sen =. cos > tg 5 
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Como: Como: : 


cos 28 = 1 - 2 sen28 
Para: 28 = о <= В = Рага: 


a 
cosa = 1 - 2 зеп? — 


Ом: 2 зеп? > = 1 - cos w Ou: 


Ou 


2) Conhecido sen a, determinar sen y, cos + e t5. 


Estas fórmulas se obtém a partir do sistema: 


cos 28 = 2cos8 - 1 


a 
2 =а = B-— 
cosa = 2 cost - 1 


a 
2 cost — = 1 + cos e 


2 2 20 24 
sen“8 + cos“B = 1 sen^— + cos — = 1 
6 В 28=a 2 (1) 
a a 
2 sen В cos B = sen 28 2 sen — cos 7 = sena @ 


a a a a 
Ө, + @= зеп? — + 2 sen — cos — + cos? — = 1 + зеп@ 


2 2 


а 


UN n 
2 cos) = sen @ 


(зеп 


a a 
Ou: senz + cos = £ 1 + sena (5) 


2 
@ = O= sen - cos = £ V 1 - sene @ 


@ @ formam o sistema: 
a a 
sen — + cos— = +V 1 + sen w (3) 


2 2 
a a 
Фей dp == Жау = нс (4) 


(5) + (4) = 2sen5 =+V 1 + sena + x/ 1 - sena 


Ou: 


(5) - (4) == 20085 = t V 1 + sena + М1 - sene 
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Ou: 


A divisão membro a membro das expressões anteriores, resulta: 


Observação: 


Os sinais das fórmulas nos casos de bisseção de arcos somente se conhecem quando é conhecido o quadrante 


a que pertence a 


71.1. FUNÇÕES DA TANGENTE DO ARCO METADE 


Problema: Dada ET deseja-se obter sena, cosa e tgo. 


1) sena = t (tg 2) 
sen 28 = 2 sen ñ - cos В 


E para: 28 = 0, sena = 2 sen — . cos — 


Multiplicando-se e dividindo-se o 20 membro por cos E. 


2 

2 sen— 
24 
sena = —————— . cos*— 
cos : 

2 
Ou: sena - 196 . - Е сото: sec? & =1 + tg? S, vem: 
2 2 2 2 


2) ga = f (tg Š) 


Como: tg 28 ЖЕТ para а= 20, vem: 
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3) cosa = f(tg o) 


2 tg— 
1 + 122-2 
sen а 
cosa = ua С 
2tg— 
-pS 
1 - tg 2 


Observação: 
Estas fórmulas são muito usadas e apresentam a vantagem de usar uma só função (tg e) para expressar 


as outras com expressões racionais. 


É usual colocar-se es = t e as fórmulas ficam: 


E EX j E 


4) cos3b 


71.2. FAÇA VOCÊ: TAREFA 89 
cos 3b =cos(2b +b) = 


3 ë cosb = -уз com a e b arcos 


1. Sendo cosa = 


o е. 
do 1? quadrante, determinar: cos2b.cosb m semzb. sento = 


1) sen 2a 
cosa 1/2 =) sem о {1-94 cod b.- е) соѕъ p sembcosto)semb= 
cosb=1/2 => sem «XL - A4 = a =(4- 1)-9———- "E 


II. Prove as seguintes identidades: 


li 
N 


senza=2semacosa=2.1 „ ХЭ. 
z 2 2 1) 2 cotg 2а + tg a = cotg a. 
2) cos 2a 
acolazariga= 2. COSO ү Semo = 
cosza = cosa - sema. = 4 á Semza. * cosa. 
"ur AA EE _ A(coda-sena) , sena 
4 Y 2 ^ 2 Sema cosa. cosa 
2 
cosa -Semarsena = cosa _ cota a 
3) sen 3a Sana. со о Sema.cosa. 
sem3a.= semlza ta)=semzaçosa +semaços suis 
2) sec 2х = i-wix 
1 
= {= We TE CH eO e L соъ i 
q ЕЗ а а ш p Swat" SS secx. = —— * 2 = ———U 
g 2 2 2 q ` 1-1 х COSTA cosk-Semix  co&k-Semw"x 
=Z „Ды = s< AX 


Cos Zx 
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3) cotgx + tgx = 2) Determine x € [0, 27] tal que: 


sen 2x 
a) 2 cos 2x - cos x = 3 


= соѕх * AE 2 
cota 14 tar ZE + 22 = 2(соёу - sext) -cosx = 3 &llco$x-cosx -B=0 


mx cosx 
2 2 
= cosxisenx _ — 1» = 2 cos X=-1 ou cos х= 54 (absurdo) 
SEMXCOSXA SIMA. cos 2 SemALOSY 
ИР: ЛИНА cosx=-1 => %= Tra. 


Sam 


x 
4) cotg 2a + cossec 2a = cotg a. B) wise cos E э 


colza tcossec 20. = costa e c = |sem 2(%) - cos Ya "O42 semp cosa -Cos% =o 


re Ad sem za. 
соъ 20.01  (coda-senta) (sema rcosa)_ cos {зел i) го соъ -0 oo Sem x = 1 
Semza. — 2 Sema cosa. 2 A x 
2 -о= = d z 
= feos д. = COS. = cola o. cox oc Е. К шух Та ou 2 31 ух 3" vd. 
2 sema cosa. Sem a 


z аЙ ха y qm ay. X m5 
seng- #22-15» 1 out „ЭЛ > Tra 


Ш. Calcule e e conforme se pede: с) 2 sen?x - 3cosx = 0 


1) Dado cos 4x = --р e (4x) € II? quadrante, determine 2 2 
sen 8x, cos 8х e tg 8x e o quadrante a que pertence o 2(1-cosx)- 3cos X=04=)-2c0S%-3cos% +2=0 


arco 8x. 


š E Р 1 
el us sem kx = RIT 2,606 +3c05S%-2=06>bcosL=-2 o0 cos уа > 
4 . - 
semBx= знікае АЕ fg) -2 iS. Cosx= -2 Cimpossivel ) 
36 


cos8x- cosx- me tê й zo Cosx= Ya => х= T vd. eo x= ALT ra 
ех (205) (26) - i А i 


8x€ ш? qua dramte 


71.3. EXERCÍCIOS DE REVISÃO SEQUÊNCIAS: 23, 24. 


72. OUTRAS EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS. 


Nas equações do tipo: asenx + b cos x = c, convém utilizar as fórmulas que tornam a equação dada racional 


em função da 5. Resulta, pondo-se gl = = t. 


2t lr 2 
ru "TFP 


(c + b) t? - 2at + (c - b) = 0 


=c €» 2at + b - Ы? = c + ct? 


A equação terá solução quando, e somente quando, A > 0, ou seja: 


(a? - 4(c + b)(c-b)>0 
Да? -4(c -b?)>0 ou 
а -c tb > 0 2 +b m 
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Portanto, se ocorrer a? * b? 2 c?, a equação terá soluções, como no exemplo que segue: 


sen X - cosx = -l 


acd 


b= -1 a? + b? =1"+(1)P=2>1 


e = =] 


Substituindo-se em função de t5 = 


2t E 
1*0 1-42 


=> 2+2=0 = tt+1)=0 


Primeira solução: tg 


Ш 
> 


Segunda solução: tg 


2 Э solução real. 


al MTb 


= Кп > x= 2kr 


п- q > x = 2Кт--- 


Verificação: 


1) x = 2kr, yk € Z= 
cosx = 1 


L4 
o 
[=] 
>. 

"I 


2) x = 2kr - — xk e Z— 


o 
° 
[2 
x 

Ш 


72.1. FAÇA VOCÉ: TAREFA 90 


Determine o conjunto verdade das seguintes equações: 


1) nx + cosx = 1 


Бао е, 394 = t, resulta: 


2t 2-1 = 3 => amé) = су 
і +42 iti? 


-2% 2t=0 =>t=o oo t= 1 
ti £=0 = КЇ => x= 2kKT 


Ta E= 1 = E кте ерх акт 1 


2) соѕ 2х = 2 sen x cos x. 
cos 2X = Sem 2X => Ax=a КҮ + со 


2%= 2xV+(T+x) => 2x=KM+] =yX= buy * I 


V-íxix € R^ 
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senx = 0 sen x - cosx = -1 
0-1-2-1 


=] 
ED TT 
ud 


3) V 3 sen x + cosx = 2. 


mdo- Se ta% SE; resulta : 
(S. 2t, Ato? =p 


L rt ixi 2 
=> 2481 pi-142-2-218=0 => 


=> 24-231 +1=0 => teal 
TER E °; e 
а= 5 => XY > x 2кк+ £ 


V = (xl|x € RA, Al d me } 


73. TRANSFORMAÇÕES EM PRODUTO. 


Problema: Dada uma expressão do tipo: senp + senq ou cosp + cosq ou tgp + tgq deseja-se trans- 


formá-las em produto. 


73.1. TRANSFORMAÇÃO DE sen p + sen q. 
Sabe-se que: 


sen (а + b) = sena - cosb + sen b - cosa (1) 


sen (а - b) = sena + cosb - sen b + cosa @ 


@ + Q= sen (a + b) + sen (a - b) = 2 sen a + cos b ©) 


Pondo-se & + b = p 2a= p +q = а= РУ 
= 
M E BLA 
a-b-q Љ=р- = ъ= O 


Ө, - @ = sen (a + b) - sen (a - b) = 2 sen b · cosa 


73.2. TRANSFORMAÇÃO DE cosp t cos q. 


Sabe-se que: 
cos (а + b) = cosa- cosb - sen a • sen b (5) 


cos (a - b) = cosa • cosb + sena - sen b @ 


(5) + (6) > cos(a + b) + cos(a - b) = 2cosa-cosb. 


(5) - (6) > cos(a + b) - cos (а - b) = -2 sen a + sen b. 
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73.3. TRANSFORMAÇÃO DE tgp + tgq 


Ча Е senp , seng _ senp- cosq + senq-cosp _ sen (р + q) 
cos p cos q cos p - cosq cos р • cos q 
e 
73.4. RESUMO: 
As fórmulas: 


recebem o nome de Fórmulas de Werner. 


As fórmulas: 


chamam-se Fórmulas de Prostaférese. 


73.5. APLICAÇÕES: 


1) Transformar em produto: А = 1 + sen 30°, 
Como 1 = ѕеп 90°, vem: 
А = sen 90° + sen 30° = 2 sen 


А = 2 sen 60°. cos 30° 


90 + 30 90 - 30 
ее 
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2) Transformar em produto: В = 1 - cose 


Como 1 = cos0, vem: 


А E ELNA CT EPN е amu 
В = cos 0 - cos Y = -2 sen z Er. = -2sen- + sen (- >) e como sen (- 7) = -sen (+) 
= A S = a 
В = 2sen— sen— = 2 sen 5 


3) Transformar em produto: Е = sen 3х + cos 5х 


Сото соѕ 5х = sen (> - 5x), vem: 


М St^ er Зх -— + 5х 
E = sen 3x + sen (5 - 5x) = 2 sen 5 * COS 5 
aux Ex Е I 
= 2 si E 2 sen Ga - x) - cos (= 4x) 
73.6. FAÇA VOCÉ: TAREFA 91 
I. Provar as seguintes identidades. 
1 HI. Transforme em produto: 
1) sen 40º + cos 20° = — (sen 60º + sen 20°) Ka d^ mandó? 
o o 
Semio. cos 20 = .i sem (40429) + эечбае-28) ]- como 17 Sem QÓ =>A= sem 30 + sem6d= 
. " = 2 sem 39-69 cos Se" x ço° 

- 4 (sento'+ Sem 20”) š — == == 
2) зеп 20º + cos 20º = 2 sen 45° - cos 25º A= 2. seca 25? cos ?5? 


2 ѕетА45с0525° = Sew (45128 ) v Sem(45-25) В = 1 - cos 60° 


= sem 70 +sem20 s " ^ 
E 5 x como l= со5 O =>B=cosO-costo 
Z= Cos ZO + Sem2o 
2-2 sem кб . Sem 60-60 => 

II. Simplifique a expressão: x = 


Б ° 
sen x + sen 2x B= -2sen 30 sem(- 33) = 2 Sen 30 
1 + cosx + cos 2x 


SEMXIZSEMX-LOSK_ _ semx(142co5> 142c05%) = 


J+coS% rcosix-Ssenda cos x+2costx 
= semx(u*2cosx) = Sew < та x 
cosx G rz cosx) cosx 


73.7. EXERCÍCIOS DE REVISÃO | SEQUÊNCIAS: 25, 26. 


Resolução de Triângulos 


74. RESOLUÇÃO DE TRIĀNGULOS RETĀNGULOS. 


Já vimos que num triângulo ABC, reto em A valem as relações: 


e ^N 
sen С = —, cost = —, Je Ce s 
е 


^ М с ^M 
sen B - —, cos B = > tg B = 
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Sabendo-se ainda que: 
^ 1 A _ 1 AS 1 
cotg C uE , весС = "cos cossec С = pm 


pode-se obter também estas relações em função dos lados a, b e c do AABC. 


Resolver um triângulo significa determinar os três lados, os três ângulos e a área desse triângulo. Conforme 
os dados do problema utilizaremos as relações acima e também as relações métricas: 


A b-a.n b.ec=a-h 


с^ =aem ax B^ + 
Р b 
c hH=men EE 
2 
B С 


Ргітејго саѕо: 


Dada а hipotenusa е um ângulo agudo. 


p 


b 


Dados: ае E determinar: b, c, В eS 
1) Como В + € = 90° 28-90 - С 
2) c = а. sen С 


3) b = a + cos C 
b-c a?.senÊ. cos C 
E o 2 


4) S = 


Segundo caso: 


Dados a hipotenusa e um cateto. 


Dados: a, b, determinar: c, $, Cos 


B 1) 2 =b? +Ê > ê =2? -b? > 
=> с= уа? -b = 
š - V (a * b)(a - b) 
c A ^^ 
2) cos = — e € = 9o° - В 
[o A с b.c bv(atb)(a-b) 
b mas 2 2 


Terceiro caso: 


Dados um cateto е o ângulo oposto a ele. 
Dados: c eC, determinar: a, b, B eS 
^ ° ^^ 
DB=90 -C 
^ 
2)b = c ° cotg C 
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Quarto caso: 


Dados um cateto e o ângulo adjacente a êle. 


B 


Quinto caso: 


Dados os catetos. 


74.1. FAÇA VOCÊ: TAREFA 92 


Resolver os triângulos retângulos em A. 


1) Dados a = 17cm e В = 60°. Calcular b, c, C e S. 
Como 8«€-90 20-90 - 60. = acf 


sen = ете = 14,323... 


bea. 
c = a= cos = 12. cos 60... = Ba Бел... 
eps sl s Е TEASE S OUR, E Ф2,5685см 


2) Dados а = 23 ст e b = 14 ст. Calcular c, B, C e S. 
oss pec =y сё att? =) с = [Ep 
C= Vsza- 196 E 18,2cm 
sem Ss bA. = “23 ® 0,608 => 823730 
sem C EN 197/32 0,734 => 52 30 


S= ec E 288 = 12%4 ст 


Dados: b e €, determinar: a, c, Bes 
1) B = 90 -€ 
2)c =b. tg 


^ b b 
Ашы РТ. 

"оры" PAO 
Е s SSE: 


Dados: b, c, determinar: a, $, Ces 


a c 
рас - < 
28290-€ 
P © с 
шс жаш ano 
b.c 
p s= 


3) Dados b = 9 cm e ® = 40°. Calcular os outros elementos. 
B+C=9 => €=90-40 =50° 
c= Icotgão = 9.11918 = 10,7262, em 
о2= 6с“ => о. = 181+115,05 2 14 


$= po = 3, lG 39262 = 48,2629 cm 
2, 2 


4) Dados a=12cm e € = 30º. Calcular os outros elementos. 


+C 290 =>B = 90-30 =60 
b= asenB=12. вем б> 10,392cm 
cz a -cos B =12-0,5 = Cem 


S= Б.С a 31,1260w% 
2 
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5) Dados b=7 cm e с= 11 cm. Calcular os outros elementos. 


ofa bay a 434121 = 13,04 
senB= -2___2_-0,5368=>8=32 30 
А e> 13,04 E "wc 
Sew C. z С. 44 .0,8435=)C=57 30 
S ^ 13,04 N 
S bd. ЖМ. = 38,5 cm 
2. 2, 


6) Dados а= 10 ст e c=6 cm. Calcular os outros elementos. 
2 
a :puc* => b=V100-36 = Bem. 
sec B= 8 =08 => 82 523? 
^ io А в 
=C = 37 


7) Em um triángulo retángulo, a hipotenusa mede 5 dm e vale 


a relação sen B = > sen C. Calcular os catetos. 


^ ^ 
semB= b ,sewmC- < у 
° A. 


= 2ə => 
Qu 

e€ = DW 

como o s RE ES 1 БЫ 

=> bs(S'dm 2 2,23dm 
c22(5 am 2 4,41 d 


74.2. EXERCÍCIOS DE REVISÁO SEQUÉNCIAS: 27, 28. 


75. RESOLUCAO DE TRIANGULOS QUAISQUER. 


Problema: 


Num triángulo ABC qualquer, dados trés de seus elementos, um dos quais deve ser lado, determinar os outros 


trés elementos e a área. 


A solução do problema exige a dedução da lei dos senos, da lei dos cossenos e da lei das tangentes. 


75.1. LEI DOS SENOS. 


Seja um AABC inscrito num círculo de centro O e 
raio т. Por um dos vértices (B, por exemplo) traga-se о 
diámetro BB'. Sabe-se que: 


m(BÃC) = m(BBC) = (535) 


Сото ВВ’ é diâmetro, então а medida de ВСВ’ = 1 reto 
e pode-se escrever: 


A, a 
sen B’ = эг 
^ а а 
е " FS = MAS S 20 
BZA 
: Ye Di бз 
Analogamente: sen B = ттт 7 2г (2) 
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Da (07). (0) (3): 


que é chamado lei dos senos e se enuncia о teorema: 


Em qualquer triângulo a razão entre a medida de um lado е o seno do ângulo oposto é constante 


e vale 2r onde r é a medida do raio do círculo circunscrito ao triângulo. 


75.2. LEI DOS COSSENOS. 


Consideremos um AABC onde num 1º caso À seja agudo e num 2º, А seja obtuso: 


À é agudo 


ABCD: а? =h? + (b - mf? 
2 = h? +b? - 2bm + m? 
ЛАВ”: h? = с? - т? 
Горо: 


а? = c? - m? +b? - 2bm + m? 
Ou: 

a? = b? + c? - 2bm 
Como: eu cos А, vem 


А é obtuso 


ABCD: a? = (b + т)? +h? 
2 = 02 +2bm+m + h? 
AABD: h? = c? 
Logo: 
=P + mem" +2 


- т? 


- m? 
Ou: 
a? = b? + c? + 2bm 


Como: т = c. cos (т - А) = -c- cos А, vem: 


Do que se enuncia o teorema: 


Em qualquer triângulo o quadrado de um lado (a) é igual à soma dos quadrados dos outros dois 


lados (b e c), menos o duplo produto desses lados pelo cosseno do ângulo formado (А). 


Observação: 


A lei dos cossenos permite escrever também: 


b? 
2 


a? + с? 


c 


- 2ас. cos B 
a? + b? - 2ab. cos C 


(*) Nesta demonstração convém que A, B, C estejam no sentido horário. 
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75.3. LEI DAS TANGENTES. 


Seja um AABC. Pela lei dos senos 


E — a snÃ _ а+ь ` senÀ + sen? 
зеп А `“ senB b  senB a-b  senA- senB 


Transformando-se em produto, pelas Fórmulas de Prostaférese, os termos da fração, vem: 


4 3 жа E, As a A rB 
senA + sen B _ € Š =й > а 
sen À - sen B A-B A+B A-B 

2 - sen 2 qu tg 2 


Donde: 


Do que se conclui o teorema: 


Em qualquer triângulo a razão das tangentes da semi-soma e semi-diferença de dois ângulos é 


igual à razáo entre a soma e diferença dos lados opostos a esses ángulos. 


Observacáo: 


A lei das tangentes permite escrever: 


„^^ © 
а Fc 8 2 
Е CL w 
a-c ig Ас С 
Д 
е: 
ь Bs С 
b +ë NE 8 
mE 
b-c B-C 
tg 2 


75.4. CASOS DE RESOLUÇÃO DE TRIÂNGULOS: 


Dados,um lado e os ángulos adjacentes a esse lado (ALA). 
Dados: a, В, e determinar: A, b; с, S 


1) A = 180 - (B + б) 


A 
j b _а. senB 
) sen Â — senB sen А 
3 а c г с. sen G 
— = —n > = —— 
7 nA sen C sen А 


a-h a + b- sen С 
абя 
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Dados dois lados е o ángulo compreendido entre esses lados (LAL). 
Dados: А, b, c, determinar: 8, С, a, S 
1) а2 = b? + c? - 2bc- cos А 
Esta fórmula determina a. 


Porém, ela não é logarítmica е a aproximação obtida pode não ser satisfatória. 
Caso seja, prossegue-se 


b. sen А 
je m Er MN 
a КА с a с. sen А Ro A A 
J dr миса: ou: C=180-(A + В) 
а.һ a b » sen Ĉ 
pili am 


Dados os três lados do triângulo (LLL). 


Dados: a, b, c, determinar: А, В, Ges 


E al а 0.2 

1) a? = b? + c? - 2bc- cos А < cos А = кеа; 
2bc 

Ea A 2 2 — 2 

2) b? = а? + c? - 2ас - соз В < cos В = £ s 
2ac 

Р a ms. 

3) c? = а? + b? - 2ab - cos С = cos C = LIE 


Estas trés fórmulas fornecem À, 8, C. Todavia não são logarítmicas. Podemos obter А, B e C por fórmulas logarítmi- 
cas lembrando que 


Logo: 1-c54 1. P. * € -a _ 2b -b^-c? ta^ a? -(b- cy 


2bc z 2bc А 2bc 
de. 1-o d. АЕБ) - b + o) 
2bc 
А b?*c?^-a?  2bctb?^tc?-a? (ЫЬ + с)? - а? 
° 1 + = == > —— rr c ad s e RES 
° силет с 2 bc 
Ous Тои „Ок ë pa) (с-а) 


2bc 


| А _ /(a +b - с) (а - b + c) 
Logos 8 = (a + b + c)(b + с - а) 


A 


Analogamente, para: 85 e eo. 


a - b sen С 


48-27 
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Dados um lado, um ângulo adjacente e um ângulo oposto a esse lado (Т.АА«). 
Dados: a, C, А, determinar: B, Ъ, ces 


D 
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" 1) В = 180 - (А + €) 


2) 


4) S = 


a = 
e % E 
sen À sen B 


^ 

_ a-senB 

e - xd 
sen À 


^ 
а • ѕеп С 


5) ые © E QD me^ 
sen А sen C sen А 


Dados dois lados e um ángulo não compreendido entre esses lados (LLA). 


Dados: a, b, À, determinar: c, B, Ces 
Análise geométrica do problema: 


1) A é reto: 


a < b > nào há A a = b > não há A 


2) А < 1 reto: 


а = b > ЛАВС a > b = A.ABC 


a > b > AABC = AAB'C 


a = b sen А > ЛАВС com B = 1 reto 


a 


-~ =] 


bsenÃ<a<b>AABCA AAB'C a < b sen Â > não há A 


3) А > 1 reto: 


\ 
\ 
| 
! 
c I 
[ 
1 
, 


a < b > nào há A a > b > AABC 


H) Soluções trigonométricas: 


~ 


1) ü — ab dama 25 г. 
senÃ — sen В E a 


2) C = 180 - (A +8) 


3) Е eu а. sen С 
sen А зеп С sen А 
4) S = a 


Em cada caso, as soluções. existirão, ou não, conforme a análise geométrica que foi feita. 


75.5. FAÇA VOCÊ: TAREFA 93 


Resolver os triângulos: 


А = 40º А 
1) +8=72° 6 = е _ с. вепВ 

с = 10 ст. SE o O 71 dnd 

ES NS => b = 100/9514 „ 1025 
a) ĉ = 180° - 8+ = 180-147. - „68 aa m 

4 ah a * b < sen C 
» аве еа е тоби 
6.83.1025. 0,9272 
> а= 190. 9 428 - 1633. сїй 5= — o = 32.93. ст? 


013272 
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a = 60cm а= 4т 
2) 4 b = 100 cm 3) b=8m 
A 307 c=10m 


2 ^ 
9 o . b. = semB:jo005 => [a=b+c-2bccosA 


ua m SENS > = cos А = 64 +10о-16 – 148 -0,325 А222 
senBz0,83 => BS 52º 2.8.10 160 


be asc Zac cos B 
HU rs ° _ cos = 1etioo-6q . 5A 1065-3249 
A+B+C= 180 => шу с Bo 
- _ 2 o — A ud ° " 
Ê= 19d- (204557) => é = s> Pio ooi | 
cosê= 16+64-100 À. -20 = -0,342=><=j09 
"IAE ы 


a = eb. "a y 45,128 o 
c) — = < — => С.= a. semé Sa SEE masa si 
SEMA — $emC Sem A $ = 19 
4416-27 
< = £0:0/998 . 119, ?6cm b - 123 cm 
o,5 Á«Ba&-igd => ÁsigO- (13423) 21234? 
d S= % p SemC .$9.10.0,398. |se«8 2 5-2 > Sem 
= z 
5. 28 2 c= 123. 0454 _ = 171,5em 
a oii 2,3256 
a- b.SenÁ -123.003 - 269,3 vm 


S- Alb semó „ 2491 ст 
2 


75.6. EXERCÍCIOS DE REVISÃO SEQUÊNCIAS: 29, 30. 
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EXERCÍCIOS DE REVISAO 
TRIGONOMETRIA 


SEQÜÉNCIA 1 с) senda + 2 = З sen?a + 2 costa. 


d) 2 ѕеп2х - cos?x = 3 sen2x - 1. 
Exprima em graus, minutos e segundos os seguintes arcos: š 


sen?a 

2n n e) sena * sena боза = чече с 
а) — rd d) —rd 

9 10 pa- a? cosa? , 1 RC 
b) 31 ra a уе O 6) = Cosa ^ па?” 

8 1 + соза  ,cosa 1.2 
д Š d f) 18rd 8 1- COS à C T sna): 

6 i һ) sena - sen b _ cosa + cosb = Ü 

cosa - cos b sena + senb 


SEQUÊNCIA 2 SEQUÊNCIA 8 


Exprima em radianos, os arcos seguintes; A " Р * 
P ° ЕР Determine о conjunto verdade das seguintes equações, no Universo 


a) 54º e) 200º [0, 271]. 
b) 113º20º f) 250 gr % : 
c) 105 gr g) 96715 a) 2 sen(x - =) = 1 f) sen (2x - 60º) = 0 
d) 127° h) 28,2 gr b) sen?x - 1=0 g) cos(x + 2) = -1 
с) 2cosx = V 2 h) sen?x + cos x = -1 
d) соз?х - cosx = - À y Y 
SEQUÊNCIA 3 4 cos x 
e) 2cosx = V 3 j) 1 = 2 
Reduza а 18 volta оз arcos seguintes: SOR 
o 55т 
шә YA SEQUÊNCIA 9 
IL AM m 6 Ema е E , ps " 
4 3 6 Determine о conjunto verdade das seguintes equações, no Universo R. 
c) 40r rd 8) 1350 gr a) 2cos(7 + x) = 1 д)зеп = + 
d) 3 720º h) 2580 gr pa 
b) sen (2x - 60°) = 1 e) 2sen(x + 7) = УЗ 
SEQÜÉNCIA 4 c) cos(2x - 60º) = 0 f) ѕеп2х + 2senx - 3 = 0 
Calcule o valor de: SEQÜÉNCIA 10 
a) sen 765° f) sen 1470°_ 
b) cos 1 860° g) sen 450° Calcule o valor de: 
c) cos 2 880° h) sen 2340° a) tg 1125° d) tg 1530° 
d) cos 1110° i) cos 2340° 19т E 
e) sen 3300 j) cos 1935? b) tg => е) cos 2850 
c) sen als 
6 


SEQUÊNCIA 5 


Calcule o valor de: SEQUÊNCIA 11 


a) sen Sir rd d) cos = rd Determine a variação e o gráfico das seguintes funções entre 0 e 27. 
A m Я at. 
5) cosiónrá e) sen 157 ra а) f: x > tg (x + — d) f: x > sen (x - 7) 
An LUE 
o) sen 232 д £) cos 57 qa b)f: x > 2tgx e) f: x > 2 cos (x - y 
c) f: x > tg 2x 


SEQUÊNCIA 6 SEQUÊNCIA 12 


Determine a variação e o gráfico das seguintes funções entro O e 2r. 1) Determine o domínio de cada uma das seguintes funções no Universo 


a) f: x > 3senx [0, 2z[. 
x 
b) f: x соз а) f: x > V sen x 9) f: x > tg(x - Z) 
c) f: x > |senx| 
b) f: x > V cosx - 1 e) f: x p 2 t tgx 
d) f: x + |созх| senx 


e) f: x > 1 + sen 2х c) f: x > txt) 


2) Determine o domínio das seguintes funções: 


EQUÊNCIA 7 
ea a) f: x > cos (x + —) d) f: x > l 


ч а , Е sen (2x + q) 
Verifique ou prove as seguintes identidades: b) f: x H sen (x + т ) 

a) 1 - 2cos?a = senta - costa. 
c) f: x > tg (x + 2) 


b) 2 - senta = 1 + cosa. e) f: x > sen (2х - п) 


SEQUÊNCIA 13 


Determine o período de cada uma das seguintes funções: 


a) f: x +» sen 2x d)f: x > tg4x g) f: x H cos (3x -5) 
x B E3 
b) f: x e sen $ e) f: x > cos h) f: x > 83 


c) f: x > cos Зх D f: x > sen (28 +x) 1) f: x > sen (2x - T) 


SEQÜÉNCIA 14 


Calcule o valor das seguintes expressões: 


A Sn 30º cos 45º Ea 1 - tg 30º 
tg260º - 1 7 sen?30º + cos? 30% 
p = En 90° - cos 60° D tg 45° 
1 + cos 30º М1 + tg245° 


SEQÜÉNCIA 15 


1) Determine o conjunto verdade das seguintes equações no Universo [0, 27]. 


a) V3 tgx = -1 


b) tg (3x + 45°) = vr 


f) cosx + sen x = 0 


c) sen x = sen 2x Ls M Cei 


d) sen?x + Ž cosx - 2 = 0 i) V2 sen2x + senx = 0 


e) 2cos(45° - x) = V2 


j) 2co?x + 3 cos x = 2 


2) Determine o conjunto verdade das seguintes equações: 


а) 2sen(x + 30) = 1 d) cos^x - sen*x = I 
-V3 1 _ 443 
b) cosx = 7 ed dia: 


с) 2 sen?x + 4 cos2x - 5cosx = 0 


SEQUÊNCIA 16 


Nos triángulos abaixo, calcule o que se pede: 


1)sen60^; cos 60°; tg 60º 
sen 30º; соѕ 30°; tg 30º 


2) a; sen B; cos B; tg B 


3) lados a, b e c. 


SEQUÊNCIA 17 


Nos triángulos retángulos em A: 
1) Dados а = lOcm е c = бст. Calcule b, sen B, sen б. cos B, cos С. 


2) Dados b=7cm e c = 11 cm. Calcule tg B, tg 6. 
SEQÜÉNCIA 18 


Determine o domínio e o período de cada uma das seguintes funções: 


a) f: x > tg2x d) f: x > sec (2x - п) 
ч E 1 2 + cotgx 
b) f: x > sec (m - 2x) e) f: x > — T 


c) f: x > cotg (x + D 
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SEQÜÊNCIA 19 


Prove as seguintes identidades: 


a) costa = cossec?a - cotg2a - sen?a 
tga 


b) тее (1 + cotg?a) (tg a + cotg a) 


c) senda + cosa = (sena + cosa)(l - sena cosa) 


1 - sena cosa 


d _ cosseca - cosa 

) sena cosa —— cos a 

T seca + іра — зепа.(1 + sena) , cos?a 
seca + tg a tg a sen a 


SEQUÊNCIA 20 


1) Determine, utilizando o gráfico da função cosseno, o conjunto verdade da 


inequação cos (х - 3) < i no universo [0, 47]. 

2) Sendo 0 € x < 21, determine, comparando o gráfico da função seno com 
o da função cosseno, (no mesmo sistema de coordenadas cartesianas) o 
conjunto verdade de: 


a) cosx > sen x d) sen x - cos x < 0 


b) cosx < sen x Š snx > 


cos x 
c) sen x + cosx > 0 


3) Determine o valor de cada uma das expressões seguintes, para os valores 
indicados em cada caso: 


cos (x + 5). senx 
YA para x € 1? quadrante e tgx = УЗ. 
tg (x - 5) - sec x 


_ Cossecx + cos x o eR 
b) B = RSS EE обе para x Є 2º quadrante e senx = 2: 

_ —Stg2x - sec 2x _ = 90° 
а 2 cotg x + cossec 3x is 

r sen x tgx Š = 
ODA ык para x € 19 quadrante е cosx = 2 


SEQÜÉNCIA 21 


Determine o conjunto verdade das seguintes equações: 


L Тр E 8 2 2 a 
cep masc 5a EU f) 3cosx + 5sen^x - 7snx = 0 
2 = 

b) sen?x - 2 ѕепх cosx + cos2x = 0 ggx-2tgx*1-0 


c) sen x + 1 = 2cos?x h) cossec x - cotgx = 2senx 


TET = E i) 2sen?x - ll senx = -5 


4 x x 1 
e) айх + — cosx = 2 p cotg! 5 - 23 cotg 5 + 3 = 0 
SEQUÉNCIA 22 


1) Dada tga = -1, determine sena, cosa e represente graficamente os arcos 
possíveis. 


2) Dada seca = 2, determine sena, cosa е tg a. Representar graficamente os 
valores possíveis dessas funções. 


3) Sendo e um arco do 19 quadrante, faça uma representação gráfica e prove 
as seguintes relações. 


a) sena = -cos(a + 2j b) соза = sen (a + $) 

4) Determine os valores do seno, cosseno e tangente dos arcos, quando existirem. 
(Sugestão: reduza à 18 volta). 
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a) 3630" c) 2280" e) 257 14 
33т 
b) 1830° d) ^7 rd f = “ 


Sec x - cossec x 
1 - cotg x 
que satisfaz a equação cotg x = 2 cossec x - tg x. 


5) Determine o valor de , Onde x é o menor arco positivo 


6) Determine os valores de 0 < a < 2л е x de modo que: 


iguu2x43 Ra E 
a) b) E 
cotga=x+1 ѕеса= ух + 2 
SEQUÉNCIA 23 


1) Usando as fórmulas de bisseção de arcos, determine: 


a a a Д EN. T 
а) sen 5, cos 7, tg sendo: соза = 25 e 0<a< PE 


b) sen ir cos 7, tg 5 ‚ sendo: cosa = i e a € 49 quadrante. 


2) Sabendo que x é arco do 29 quadrante e que cosx - LA. determine 
tg 2x e o quadrante a que pertence o arco 2x. 


3) Determine o valor da expressão: 
x 


2 


T 


sen 2 


+317 - cos + sendo cosx = 0,8 e 0 < x < 


4) Prove analiticamente as seguintes identidades: 
sen x 


a) cos (T - a) = cos (a - 7) c) EST 


X 
= tg-> 


b) tg Gt - а) = сора 


SEQUÊNCIA 24 


Prove as identidades condicionadas. 


1)а +b + с = 180° = sen (90° + с) = -cos (a + b) 
a+b £j 

2 2 
3) x + y = 135 = (1 + tgx)(l + tgy) = 2tgx tg y 


180° = cos 


2)a+b+c= = -cos (90° + 
4)a +b +c= 90° =tga-tgb+tgb-tgcttgo-tga=1 
5)x + y = 90° = tgx - іру = 2 tg (x - у) 


SEQUÊNCIA 25 


Prove as identidades: 
a) sen 20° + cos 20° = V 2 sen 65º 
b) sen 75° + sen 15° = 2 sen 45° cos 30° 


c) sen?(a + h) - sen? (a - h) = 4 sena cosa sen h cosh 


‚ cosa - cosb a-b 

q) ema tam 5 2 
cos 3x - cos x 2tgx 

g) ————————— 5 
sen х - sen 3х 2 - зес°х 


cos 6x + cos 4x 
cos 6x - sen 4x 


f 


= cotg x 


SEQUÊNCIA 26 


I) Transforme em produto: 


1) l - tga 


l + tga 


2) sen (Y + x) + зеп E - x) 

3) sen 5a + sena + sen 9a - sen 3a 

4) cos 27°32 - sen 48º53' 
II) Determine x € [0, z] tal que: cos 5x - cos3x = 0. 
HI) Simplifique a expressão: 

sen 40° + sen 50° + sen 72° + sen 82° 


cos 40° - cos 50° + cos 72° - cos 82° 


IV) Sendo a = 195° e 8 = 75º, calcule (sem uso de tábuas) x € [0, 27] 
tal que: 
sen x = sena + sen f 


SEQÜÉNCIA 27 


I) Resolva os triângulos retângulos em A: 


b = 2ст c = 30cm 
1 4 А o 
rus 12 cm ) С= 60 
В = 20º a = 15 cm 
Sj дуе 
тв | Ж 
T= 44° 
си 


SEQÜÉNCIA 28 


1) Um losango tem diagonais de 12 ст e 24 cm. Determine a medida dos lados 
e dos ângulos do losango. 


2) Em um triângulo retângulo, ABC; a hipotenusa mede 28m e a diferença 
entre os ângulos agudos é 17^28'. Calcule a área do triângulo. 


3) Calcule os ângulos de um triângulo retângulo cuja razão entre os catetos 
é 3 

4) Uma pessoa cuja altura é 1,70 m, vë o ponto mais alto de um edifício sob 
um ângulo de 60º. Quando recua 100 m, vë o mesmo ponto sob 30º. 


Supondo que a pessoa e o edifício estejam no mesmo nível, determine a 
altura do edifício e a distância inicial da pessoa ao edifício. 


SEQUÊNCIA 29 


1) Resolva os triângulos: 


Á = 50° а = 21 cm 
1) 4 В = 62° 4) < А = 40° 
с = 10 ст 8 = 43° 
Teich = (Кд 
2) 4b = 7,5 т 5) 4 b = 58 т 
Á = 36° E t e 
ine fa si5m 
3) Хіс = 5m 6) 5 b=6m 
С = 70º P 9m 


II) Determine o nº de triângulos existentes nos seguintes casos: 


[ Á = 81° А = 93° 
1) 4 а = 195 cm 4) + В = 28° 
Lb = 105ст Larei56cm 
A = 48° а =24т 
2) < В = 22° 54 = 31 т 
LE = 10° LB = 28° 
фе а [catas 
3)4b=8m 6) 4 b = Пт 
с = 13 т Lc = 14 т 


SEQÜÉNCIA 30 


1) Um triângulo de área 97 m2 tem um lado de 20 т e um ângulo, adjacente 
a este lado, de 31º. Determine as medidas dos outros lados. 


2) Em um triângulo ABC têm-se b = 30 m, a projeção de AB sobre AC é de 
8m e зеп С = 0,2. Determine as medidas dos ângulos. 


3) Um triángulo tem dois lados medindo, respectivamente, Sm e 11 m e tem 
área de 26 m^. Determine a medida do ângulo compreendido entre estes 
dois lados. 


4) Calcule as medidas dos lados do triângulo que tem, por vértices, os centros 
dos quadrados construídos externamente, sobre os lados de um triângulo 
retângulo cujas medidas são 6,8 e 10m. 


5) Um paralelogramo tem dois lados medindo 1 m e dois lados medindo 3 m. 
Os lados adjacentes formam ángulos de 70º ou de 110”. Determine as 
medidas das diagonais. 
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TABELA DE LOGARÍTIMOS. 


000000 707570 004321 178977 303196 
301030 716003 008600 181844 305351 
477121 724276 012837 184691 307496 
602060 732394 017033 187521 309630 
698970 740363 021189 190332 311754 
778151 748188 025306 193125 313867 
845098 755875 029384 195900 315970 
903090 763428 033424 198657 

954243 770852 037426 201397 


00 l O) Q + QON — 


041393 785330 045323 206826 
079181 792392 049218 209515 
113943 799341 053078 212188 
146128 806180 056905 214844 
176091 812913 060698 217484 
204120 819544 064458 220108 
230449 826075 068186 222716 
255273 832509 071882 225309 
278754 838849 075547 227887 


Em 


322219 851258 082785 232996 
342423 857332 086360 235528 
361728 863323 089905 238046 
380211 869232 093422 240549 
397940 875061 096910 243038 
414973 880814 100371 245513 
431364 886491 103804 247973 
447158 892095 107210 250420 
462398 897627 110590 252853 


491362 908485 117271 257679 
505150 913814 120574 260071 
518514 919078 123852 262451 
531479 924279 127105 264818 
544068 929419 130334 267172 371068 
556303 934498 133539 269513 372912 
568202 939519 136721 271842 
579784 944483 139879 274158 
591065 949390 143015 276462 


612784 959041 149219 281033 
623249 963788 152288 283301 
633468 968483 155336 285557 
643453 973128 158362 287802 
653213 977724 161368 290035 
662758 982271 164353 292256 
672098 986772 167317 294466 
681241 991226 170262 296665 
690196 995635 173186 298853 
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399674 
401401 
403121 
404834 


413300 


416641 
418301 
419956 
421604 
423246 
424882 
426511 
428135 


429752 


432969 
434569 
436163 
437751 
439333 
440909 
442480 
444045 


445604 


448706 
450249 
451786 
453318 
454845 
456366 
457882 
459392 

460898 


463893 


465383 
466868 
468347 


478566 
480007 
481443 
482874 
484300 
485721 
487138 
488551 
489958 


492760 
494155 
495544 
496930 
498311 
499687 
501059 
502427 
503791 


506505 


507856 
509203 
510545 
511883 
513218 
514548 
515874 
517196 


519828 
521138 
522444 
523746 
525045 
526339 
527630 
528917 
530200 


532754 


534026 
535294 
536558 
537819 
539076 
540329 
541579 
542825 


557507 
558709 
559907 
551101 


569374 
570543 
571709 
572872 
574031 
575188 
576341 
577492 
578639 


580925 
582063 
583199 
584331 
585461 
586587 
587711 
588832 
589950 


592177 
593286 
594393 
595496 
596597 
597695 
598791 
599883 
600973 


— —— 


603144 
604226 
605305 
606381 
607455 
608526 
609594 
610660 
611723 


613842 
614897 
615950 
617000 
618048 
619093 
620136 
621176 


622214 


624282 
625312 
626340 
627366 
628389 
629410 
630428 
631444 
632457 


634477 
635484 
636488 
637490 
638489 
639486 
640481 
641474 
642465 


644439 


645422 
646404 
647383 
648360 
649335 
650308 
651278 


652246 


654177 
655138 
656098 
657056 
658011 
658965 
659916 
660865 
661813 


663701 
664642 
665581 
666518 
667453 
668386 
669317 
670246 
671173 


673021 
673942 
674861 
675778 
676694 
677607 
678518 
679428 
680336 


682145 
683047 
683947 
684845 
685742 
686636 
687529 
688420 
689309 


691081 
691965 
692847 
693727 
694605 
695482 
696356 
697229 
698101 


197 


198 


699838 


700704 
701568 
702431 
703291 
704151 
705008 
705864 
706718 


708421 
709270 
710117 
710963 
711807 
712650 
713491 
714330 
715167 


716838 
717671 
718502 
719331 
720159 
720986 
721811 
722634 
723456 


725095 


725912 
726727 
727541 
728354 
729165 
729974 
730782 


731589 


733197 
733999 
734800 
735599 
736397 
737193 
737987 
738781 
739572 


741152 
741939 
742725 
743510 
744293 
745075 
745855 
746634 
747412 


748963 
749736 
750508 
751279 
752048 
752816 
753583 
754348 
755142 


756636 
757396 
758155 
758912 
759668 
760422 
761176 
761928 
762679 


764176 
764923 
765669 
766413 
767156 
767898 
768638 
769377 
770115 


771587 
772322 
773055 
773786 
774517 
775246 
775974 
776701 
777427 


778874 
779596 
780317 
781037 
781755 
782473 
783189 
783904 
784617 


786041 


786751 
787460 
788168 
788875 
789581 
790285 
790988 
791691 


793092 
793790 
794488 
795185 
795880 
796574 
797268 
797960 
798651 


800029 
800717 
801404 
802089 
802774 
803457 
804139 
804821 
805501 


806858 


807535 
808211 
808886 
809560 
810233 
810904 
811575 
812245 


813581 
814248 
814913 
815578 
816241 
816904 
817565 
818226 
818885 


820201 
820858 
821514 
822168 
822822 
823474 
824126 
824776 
825426 


826723 
827369 
828015 
828660 
829304 
829947 
830589 
831230 
831870 


833147 
833784 
834421 
835056 
835691 
836324 
836957 
837588 
838219 


839478 


840106 
840733 
841359 
841985 
842609 
843233 
843855 
844477 


845718 
846337 
846955 
847573 
848189 
848805 
849419 
850033 
850646 


851870 
852480 
853090 
853698 
854306 
854913 
855519 
856124 
856729 


857935 
858537 
859138 
859739 
860338 
860937 
861534 
862131 
862728 


863917 
864511 
865104 
865686 
866287 
866878 
867467 
868056 


868644 


869818 
870404 
870989 
871573 
872156 
872739 
873321 
873902 
874482 


875640 
876218 
876795 
877371 
877947 
878522 
879096 
879669 
880242 


881385 
881955 
882525 
883093 
883661 
884229 
884795 
885361 
885926 


887054 
887617 
888179 
888741 
889302 
889862 
890421 
890980 
891537 


892651 
893207 
893762 
894316 
894870 
895423 
895975 
896526 
897077 


898176 


898725 
899273 
899821 
900367 
900913 
901458 
902003 
902547 


903633 
904174 
904716 
905256 
905796 
906335 
906874 
907411 
907949 


zw 


909021 


909556 
910091 
910624 
911158 
911690 
912222 
912753 
913284 


914343 
914872 
915400 
915927 
916454 
916980 
917506 
918030 
918555 


919601 
920123 
920645 
921166 
921686 
922206 
922725 
923244 
923762 


924796 


925312 
925828 
926342 
926857 
927370 
927883 
928396 


928908 


929930 
930440 
930949 
931458 
931966 
932474 
932981 
933487 
933993 


935003 


935507 
936011 
936514 
937016 
937518 
938019 
938520 
93902 


940018 


940516 
941014 
941511 
942008 
942504 
943000 
943495 
943989 


944976 


945469 
945961 
946452 
946943 
947434 
947924 
948413 


948902 


ыр з=: 


949878 
950365 
950851 
951338 
951823 
952308 
952792 
953276 
953760 


SEA 


954725 
955207 
955688 
956168 
956649 
957128 
957607 
958086 
958564 


959518 


959995 
960471 
960946 
961421 
961895 
962369 
962843 


963316 


964260 


964731 
965202 
965672 
966142 
966611 
967080 
967548 


968016 


969416 
969882 
970347 
970812 
971276 
971740 
972203 
972666 


973590 


974051 
974512 
974972 
975432 
975891 
976350 
976808 


977266 


968950 


978181 
978637 
979093 
979548 
980003 
980458 
980912 
981366 
981819 


982723 
983175 
983626 
984077 
984527 
984977 
985426 
985875 
986324 


987219 
987666 
988113 
988559 
989005 
989450 
989895 
990339 
990783 


991669 


992111 
992554 
992995 
993436 
993877 
994317 
994757 
995196 


996074 
996512 
996949 
997386 
997823 
998259 
998695 
999131 
999565 
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200 


0,000 0 


0,015 7 
0,031 4 
0,047 1 
0,062 8 
0,078 5 


0,309 0 


0,323 9 
0,338 7 
0,353 5 
0,368 1 
0,382 7 


0,397 1 
0,411 5 
0,4258 
0,439 9 
0,454 0 


0,467 9 
0,481 8 
0,495 5 
0,509 0 
0,522 5 


0,535 8 
0,549 0 
0,562 1 
0,575 0 
0,587 8 


0,600 4 
0,612 9 
0,625 2 
0,637 4 
0,649 4 


0,661 3 
0,673 0 
0,684 5 
0,695 9 


0,707 1 


TABELA DE SENOS, COSSENOS (graus). 


63,656 7 
31,820 5 
21,204 9 
15,894 5 
12,706 2 


10,578 9 
9,057 9 
7,915 8 
7,026 4 
6,313 8 


5,729 7 
5,242 2 
4,828 8 
4,4737 
4,165 3 


3,894 7 
3,655 4 
3,442 0 
3,250 6 
3,077 7 


2,920 8 
2,777 6 
2,646 4 
2,525 7 


24142 


2,310 9 
2,2148 
2,125 1 
2,041 3 
1,962 6 


1,888 7 
1,819 0 
1,758:2 
1,690 9 
1,631 9 


1,575 7 
1,5224 
14715 
1,422 9 
1,376 4 


TANGENTES E COTANGENTES (grados) 


0,000 0 1,000 0 0,000 0 


0,017 5 0,999 8 0,017 5 57,290 0 
0,034 9 0,999 4 0,034 9 28,636 3 
0,052 3 0,998 6 0,052 4 19,081 1 
0,069 8 0,997 6 0,069 9 
0,087 2 0,996 2 0,087 5 


0,104 5 0,994 5 0,105 1 
0,121 9 0,992 5 0.1228 
0,139 2 0,990 3 0,140 5 
0,156 4 0,987 7 0,158 4 
0,173 6 0,984 8 0,176 3 


0,190 8 0,981 6 0,194 4 
0,207 9 0,978 1 0,2126 
0,225 0 0,974 4 0,230 9 
0,241 9 0,970 3 0,249 3 
0,258 8 0,965 9 0,267 9 


0,275 6 0,961 3 0,286 7 
0,292 4 0,956 3 0,305 7 
0,309 0 0,951 1 0,324 9 
0,325 6 0,945 5 0,344 3 
0,342 0 0,939 7 0,364 0 


0,358 4 0,933 6 0,383 9 
0,374 6 0,927 2 0,404 0 


0,390 7 0,920 5 0,424 5 
0,406 7 0,913 5 0,445 2 
0,422 6 0,906 3 0,466 3 2,1445 


0,438 4 0,898 8 2,050 3 
0,454 0 0,891 0 1,962 6 
0,469 5 0,882 9 1,880 7 
0,484 8 0,874 6 1,804 0 
0,500 O 0,866 0 1,732 1 


0,515 0 0,857 2 1,664 3 
0,529 9 0,848 0 1,600 3 
0,544 6 0,838 7 1,539 9 
0,559 2 0,829 0 1,482 6 
0,573 6 0,819 2 0,700 2 1,428 1 


0,587 8 0,809 O 0,726 5 1,376 4 
0,601 8 0,798 6 0,753 6 1,327 0 
0,615 7 0,788 0 0,781 3 1,279 9 
0,629 3 0,777 1 0,809 8 1,234 9 
0,642 8 0,766 0 . 0,839 1 1,191 8 


0,656 1 0,754 7 0,869 3 1,1504 
0,669 1 0,743 1 0,900 4 1,1106 
0,682 0 0,7314 0,932 5 1,0724 
0,694 7 0,7103 0,965 7 1,035 5 
0,707 1 0,707 1 1,000 0 
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` 
LLL ar 


Capítulo 1 
CONJUNTOS 


SEQÜÉNCIA 1 


1. A = (1, 6, 14) 
B = (1, 5, 9, 13, 14) 
U = (1, 2, 5, 6, 9, 13, 14, 18, 20) 


2. А = fa, b, c; d, e) 


B = (d, e, f) 
3. АПВ = (4) 
A -B = {1,6} 
4.4) ==—_ »- < 7j 510,7 
a) E sma (x € RIO € x < 2) = lo, 2] 
—— — — ——— AS 
b) © : d (x € R|x » -3} = ]-3, +09) 
с) EA E 
e) guste Р 3 (xe Ri2«x« 5) = [2, 5] 
EE" >» 
d) sa ? (xe U|2€«x «3) = 2, 31 


5. A = (1,2, 4, 7) 
В = (2, 4, 9) 
U ="[1, 2, 4, 5, 6, 7, 8) 


6. AU B = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 
7. a) Jo, Ц b) [-1, 6] 

8. a) [2, 5[ b) [-2, 3] 

9. Diagramas 


10. 13; 7[ 


SEQÜÉNCIA 2 


1. a) А = {xIx € N e x não é primo) 
ЫСрА = (xix # 5k, k € N) 


ICyA = {хіх não é ponto da reta dada e x € U) 


Capítulo 2 
PRODUTO CARTESIANO 


SEQUÊNCIA 1 


1. a) A X B = ((2, 4) (2, 5) (2, 6) (2, 7) (2, 8) (4, 4) (4, 5) (4, 6) (4, 7) 
(4, 8) (6, 4) (6, 5) (6, 6) (6, 7) (6, 8) (8, 4) (8, 5) (8, 6) 
(8, 7) (8, 8)) 


b) A X В = {(2, 1) (2, 2) (4, 1) (4, 2) (6, 1) (6, 2) (8, 1) (8, 2) 


9 uA X B) = {(1, 1) (1, 2) (1, 4) (1, 5) (1, 6 (1, 7) (1, 8) (2,1) 
(2, 2) (4, 1) (4, 2) (5, 1) (5, 2) (5, 4) (5, 5) (5,6) 
(5, 7) (5, 8) (6, 1) (6, 2) (7, 1) (7, 2) (7, 4) (7, 5) 
(7, 6) (7, 7) (7, 8) (8, 1) (8, 2)) 


d) A X B = ((1, 1) (1, 2) (5, 1) (5, 2) (7, 1) (7, 2)} 
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RESPOSTAS 


N 


. ŅCuxylA X B) = (Ax B) u (À X B) u (A X B) 
b) A X B = {(4, 1) (4, 2) (4, 5) (5, 1) (5, 2) (5, 5)} 
c) A X B = {(4, 3) (4, 4) (5, 3) (5, 4)) 
d) A X B = (0,1 (1, 2) (1, 5) (2, 1) (2, 2) (2, 5) (3, 1) (3, 2) (3, 5)} 


3. Gráficos 


SEQÜÊNCIA 2 


1. Gráfico 
2. Gráficos 


3. a, 04 4«3A0«yx3 
b) gráfico 
с) ]0,3] X 10,3] 


4. Gráficos 


Capítulo 3 
RELAÇÕES 
SEQUÊNCIA 1 
Gráficos 
SEQUÊNCIA 2 
1. D(R) = R - (1) 4. D(R) = R 
2. D(R) = R - {-1, +1} 5. D(R) = [1, +=) 
3. D(R) = R 6. D(R) = R 
Capítulo 4 


APLICAÇÕES OU FUNÇÕES 


SEQUÊNCIA 1 


a) D(f) = A d) D(f) = R* 
Im(f) - B - (1) Im(f) - R - (2) 
ҒА + В 


não é função de Кет К 
хьу=х + 2 


e) D(f) = [3, +) 


b) D(f) = A - (0) Im(f) - R, 
-1 1 E 
Im(f) = 1-1, 7-, > 1) f: [3, +) > R, 
2° 2 . X > y = Уух - 3 


não é função de A em B 


c) D(f) = R 
Im(f) = R 
f:R > R 


xey-x-l 


SEQUÊNCIA 2 


a) bijetora 5 


b) nào é bijetora 


с) bijetora f'!:R-(1)- R* 4 
АСТЕ x-1 
d) bijetora f: R> R 
x-1 
xe y= 2 
e) nao é bijetora 
SEQÜÉNCIA 3 
a) D(f) = [-2, 2] d) D(f) = R 
Imt) = [-2, 0] Im(f) =R, 
b) D(f) = R e) D(f) = R 
Im(f) = R Im(f) = Rš 
c) D(f) = R f) D(f) = (-=, 3] 
Im(f) = (1) Im(f) = R, 
Capítulo 5 
FUNCAO LINEAR 
SEQÜÉNCIA 1 
gráficos 


SEQUÊNCIA 2 


gráficos 


SEQUÊNCIA 3 


a) (x € R Ix > 4j 
b) (x € Rix < 4) 
c) (x € R|x< 0) 
d) (x € R |x 2 7) 
e) (x € R | x > -10] 


SEQUÊNCIA 4 


a) (x € R |x < -3 v x > 5} 
b) x € R|-5 < x < 1) 

c) (x € RIx < 2 v x 2 5) 
d) (x € Rix< 2 v x> 5) 
e) (x € Rix < 0 v x 2 2) 


SEQÜÉNCIA 5 
a) V 13 b) 5 
е) 5 0/2. 


f (xe Rix> 12) 
g) (x € Rix < -6) 
h) (x € RIx < -2) 
i {x€ RIx2 8) 

p (x € RIx < -8) 


f) (x € Rix> 1) 

g) {хє Rix> 5) 

h) (x € R| x < 4 v x > 3) 
i) (x€ R|x < 2 v x > 6) 
p (xe Ri2«x« 5} 


с) 5 àv2 
gi h) 2 


cm ~ 


SEQUÊNCIA 1 


1. a) y = 2(x -2y - 2 
b) y = -x - 3° +3 
o) y = 3(% - >) - 


a) y =4(к- 3) 


, Capítulo 6 
A FUNÇÃO QUADRÁTICA 


27 


4 


area 3.1 


27 


f) у = (х - 6)? +1 
g) y = -(х - 2) +4 
h) y = 2(x - 7? - 2 


i) (x - 20) + 400 


j) Ge - 1-1 


2. a) [-2, +); (00,3) Dto); R. Com Th D, +o); 


oo, 4]; [-2, +); [400, +00); (-es, -1] 


b) (2, -2) 


mínimo 


(6, 1) 
(2, 4) 
(7, -2) 


mínimo 
máximo 


mínimo 


(20, 400) mínimo 


(1, -1) 


máximo 


с) {1,3}; {3 + V3,3- V3); {0,3}; {2% Ø; Ф; (0, 4}; (6, 8}; 


%; Ф. 
d) Gráficos 


SEQÜÉNCIA 2 


La) (x€ RiKx<3-V/3)v(x>3+3)) 


b) 1-2, 61 
95,2 


d) (x € RI(1 < x < 2) v (3 < x < 4)) 


e) (x€ RIC2 «x«DvQ«x« 2 


b 

2. Dk ач 
SEQUÊNCIA 3 
l.a) m= 5 

d) mE R 
2; á) p= =17 

d) p = 
3.2 K = 9 


b)xi ` 
b)m = 4 
е) т = 2 
b)p = -1 
е) р = -8 
b)K«9 
Capítulo 7 


c 

Xe 
c) m = -9 
€) p = 15 
é) K > 9 


A FUNÇÃO EXPONENCIAL 


SEQUÊNCIA 1 


Gráficos 


SEQUÊNCIA 2 


na 
a 


с) 5 
53 


as 4 


203 


SEQUÊNCIA 3 


ayER; byER; 
Dy£R; gyeR; 
SEQUÊNCIA 4 


a) D(R) = (-=, 0] 
b)D(R)- R - (7] 
c) D(R) = (oo, -5[ 


SEQUÉNCIA 5 


а) {-3}; 
p (Sb 


b) {6}; 
g) (0); 


SEQUÊNCIA 6 


a) (x € R Ix > 0) 
b) (x € RI-2< x < 2) 
c) (x€ Rix < 0) 
d) (x € Rix > 0) 
e) (x € RI -22«x« 2) 


z 
< 


c) y € R; 
h) y É R; 


c) {-3}; 
h) {2}; 


e) y € R; 
j) y € R; 


d) y É R; 
) ує R; 


dy D(R) = [3, +=) 
e) D(R) = 15, +) 
f) DR) = (-=, 4[ 


e) {-4}; 
j) (3). 


à) (3 
D (4h 


f (x€ R|-3 < x< 3) 
g) (x€ RIx <0} 
h) (x € R|x< 0) 
i) (x€ RIx > 2) 
j) (x € R |x < 0) 


Capítulo 8 


ESTUDO DOS LOGARITMOS 


SEQUÊNCIA 1 
а) 1,0791 f) 3,7007 к) 0,9438 
b) 1,5562 g) 2,2628 1) 0,0666 
c) 1,7781 h) 3,3398 m) 1,8064 
d) 1,3522 i) 19719 n) 19211 
e) 3,2552 j) 1,8239 
SEQUÉNCIA 2 

2 
a) D(f) = ]3, +=) d) D(f) = C» 51 


b) D(f) = ]1, SÍ 
c) D(f) = 13, 4[ 


SEQUÉNCIA 3 


a) V = @ 

b) V = (13) 
13 

c) V = 118) 

d) V = (3) 

e) V = (-2) 


SEQUÊNCIA 4 


9 = {+УЎ, V3, ES 


b) V = (8) 
o) V = {-У3, +У3 } 
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e) р(0 = (x € Віх<2 v x > 7} 


f) V = (2) 
gK>2 
h) V = (-1) 
i) V = {-1} 
F 1 
j) Mita) 


av = (4T V 1375 
e) V = (3) 
D V= CL - 0) 


SEQUÉNCIA 5 
I. a) 0,96373 b) 2,7668 
d) 1,6753 e) 18,427 


IL a) V = (1,5174) 
b) V = (1) 
c) V = (-0,1237) 


SEQUÉNCIA 6 
a) V = (G, D} 
b) V = (0%, Ly 

ak 
9 V = {8,64 C 3, 4%) 
a) V = ((8,8)) 


9v = (6, $) 


c) 0,52736 


d) {-1,75944} 
e) {2,2163} 
f) {1,5314} 


f) Y = ((9, 100)) 

7000 7 
DV = 00790, торт?! 
h) V ={(4,2)} 

) V = 00, 35 


j V = (65, DG, D) 


SEQUÉNCIA 7 
Demonstrações 
SEQUÊNCIA 8 
a) 3,550106 e) 2,537819 i) 3,589950 
b) 1,812913 f) 0,177595 j) 4,904911 
c) 2,436163 в) 2,177595 
d) 1,163639 h) 1,861720 
SEQUÊNCIA 9 
a) x = 442,6 c) 1,919 e) 0,0539 
b) x = 0,8041 d) 4931 
Capítulo 9 

SEQUÊNCIA 1 
a) 40º d) 54º 
b) 67°30 e) 114º38'58” 
с) 150º f) 103°11°4” 
SEQUÊNCIA 2 
a) B rd e) ES rd 
* 17m Sm 
b) 27 rd f a td 

21т Vin 
с) 400 rd g) T44 '% 

127т 141 
d) gg d h) 7000 "à 


SEQUÊNCIA 3 


a) 1215º = 135º (mod 27) 


b) (187 + Lira = Z (mod 2л) 


c) 407 = 0 (mod 27) 
d) 3720º = 120º (mod 27) 


e) = rd = = (mod 2л) 


6m ‚_7т 

f) 6 rd = 6 (mod 27) 
g) 1350gr = 150 (mod 27) 
h) 2580 рг = 180 (mod 27) 


SEQUENCIA 4 


а) ` c) 1 e) > g) 1 i) -1 

1 УЗ 1 2 
b) > da f) 2 h) 0 j) EL 
SEQUÉNCIA 5 

1 2 УЗ 
а 5 b) -1 o) — d) 0 935 
SEQUÉNCIA 6 
Variação e gráfico de funções: 

SEQUÊNCIA 7 

Identidades trigonométricas. 

SEQUÊNCIA 8 

9 v - (E, E f) V = (307, 120°} 

207 31 = (7 
уу 1 5 g) V = ds 

eq s 
ӘУ 4277) h) V = {т} 

aF Sm = (m ón 
Ф V = ts, T) D) V = (2 +] 

T (m Ur фл 5т 
Velo ее) г 
SEQUÊNCIA 9 
a) V = (x € RI [x = Ç + 2kr v x 7 + 2k], k € Z) 

` 
b) V = {x € RIx = 75° + k. 180°, k € Z} 
c) V = (x € R|x = 75° + k- 90, k € Z) 
У = (x€ Rix = кт + (0). f, kez) 
e) У = (x € іх = kr + (1). 2 k EZ} 
ОУ = (x € Бх = 5 + 2kn) 
SEQUÉNCIA 10 
а) 1 b) V3 9-i d) À Ta 


SEQUÊNCIA 11 


Variação e gráfico de funções. 


SEQUÊNCIA 12 


1.a) D(f) = (x €S U A 0 < x < n) 
b)D(f) = (x € UA x = 0) 


)D(-(xX€eUAx* T Ax 4) 


9р0 ={xEUAx+ SEA х= т) 


e) D) = (x € UA x £0, x # Z 


3т 
2 x £ Tm, x # 5) 


2. a) D(f) = (xix € R} 
b) D(f) = (xIx € R) 
c) D(f) = (xe R A [x # (kr + Dk e Z) 
DO = (x€ R A lx + (L + Ë), ez) 
e) D(f) = (xix € R} 


SEQUÊNCIA 13 


2 = Ë d 
a)h=7 d)h= + в) h= 5 
b)h = 67 e) h = 4r h)h = 27 
уһ=27 б b= w бе 


SEQUÊNCIA 14 


Am. Bs2-3 бъ 1248 А 
8 3 2 
SEQUÊNCIA 15 
¡27 Un .r3m т 
ьа ец, 7 DN Td 
b) V = {55°, 355°} g) V = (Z, эт) 
Si. E Эт (31 Ta 1 
с) V = (0, 3,7, 31 h) V = d 4o arctg 5) 
уу = (z 37 ) V = sm Th 
d)V = 5 D V = (0, т, 7r, q) 
e) V = (0, 90°} j) V = ($, эл) 
2. 3) V = (x € RI (x = 2kn) V (x = 27 + 2k), k €Z) 
b) V = (x € Rix=t+T + 2kr; k € Z) 
e) V = (x € Rix = 2 + 2kr; k € Z) 
d) V = (x€ R|x = * £ + kr; k € Z) 
°) V = (x € RI (x = $ + kr) V (х= £ + кп); k €Z) 
SEQUÊNCIA 16 
1) sen 60° = УР, соз 60° = 2; {660° = V3; 
sen 30” = 2; seno? = УЗ, пан. 
2) а=2%у2; en - V2, cn = У2, tgB = 1. 
3)a=b.= c= 


SEQUÉNCIA 17 


1)b=8cm; senB = 0.8; sen С = 0,6; cos Ë = 0,6; cosê = 0,8. 


SEQUÊNCIA 18 


000 = (x€ RA [x * T+ Ey kez) 


T 

b= > 
b) DŒ) = (x ERA [x + + E, kez} 

h=7 
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c) D(f) = (x € R A [x * — + kr], k € Z) 


4 
h=x*Y 
d)D(f) = (x € R A [x # x +E) kez) 


h=7 


e) D) = (x € RA [x # т, kez) 


SEQUÉNCIA 19 


Identidades Trigonométricas 


SEQUÉNCIA 20 


Aqui uma iniciação importante: equações e inequações sem um envolvi- 
mento teórico específico, mas apoiado nos conceitos e técnicas deste capítulo. 


ара Е )C=-1 
V3 
0851-63 Qp-.2*2v3. 


SEQUÉNCIA 21 

a) V = (x € Rix = kr + (DE, k € Z) 

b) V = (x € Rix = кт + 7; k€Z) 

c) V = (x € RI G = 2kz - 2) V (х = kr + CD* 2), k €Z) 
d) V = (x € RI(x = kn + Z) V (к= kr + 3), k €Z) - 

e) V s {x€ RIx = 2kr + 34 k € Z) 

f) V = (x € RI(x = kr + (-* =x k €Z) 


g V= (x€ R х= кт + 4, k €Z) 


h) V = (x € RI x = 2kr V x = 2kr + 5, k € Z) 
i) V= (x € RIx = кт + (-k 5, k ez) 


j V = (x€ Rix= Š + 2kr, k €Z) 


SEQUÉNCIA 22 
2 -V2 -V2 У 2 
1) sena = —; cosa; = —57; senda = ———; Pasay = 7 — 
У 3 1 e 1 
2) ena, = —5—; cosa, = 75 sen q) = 2^ cosa = ^. 
{до =V3; ша = -УЗ. 
3) Gráfico е ЕЕГ 
4) a) sen3630º = +; cos 3630" = Y, use „УЗ. 
b) sen 1 830^ = i cos 1 830° = xz, tg 1830º = FEN 
c) sen 2280* = NP со2280° = - 7; tg 2280º = -V3. 
33v V2. 33n v2. 33s 
wm. tede cx os Prov 
e) sen 231 = -1; cos 231 =0; в 23" não existe 
25п 1. 25m _ УЗ, 252. V3 
0 sen — = >; CO a в 27 = УЗ. 
5) - 
3+v5 
-— e a = arcos cuja tangente é 2 
6) a) Í _ E c GMT Eni: 
x--2 6 4-7 ow x= 


b) -l e a=0 ou а=т 
x=3 œ a= arcos cuja tangente é -2. 


SEQUÊNCIA 23 


mi E 
"ond 

2x € 49 quadrante. 
pin 


4) Identidades contendo adições, subtrações e multiplicações de arcos. 


SEQUÊNCIA 24 


Identidades condicionadas. 


SEQUÊNCIA 25 


Identidades trigonométricas. 


SEQUÊNCIA 26 


L 1) cotg (45° + a). 
2) -2 cos x. 
3) 4 sen За. cos 2a - cos 4a. 
4) 2 sen 34º19'30”. 


T т Зт 
П. V - (0, T 2.) 
Ш. соёр 5° 
п 37 
їй vals Tr 
SEQUÉNCIA 27 
L 1) (C=60º 4) [a = 20/3 cm 
B = 30° b = 104/3 cm 
a -4cm B = 30° 
S = 12cm? S = 150 V3 ст? 
2) [b = 3,64 cm 5) [ b = 7,5 ст 
а = 29,24 cm с = 7,5У3 cm 
6 = 70° С = 60° 
S = 182 cm? 5 = 48,66 ст? 
3) [а = 26,41 ст 
с = 18,35 ст 
В = 46° 
S = 174,33 cm? 
h 
SEQUÉNCIA 28 
1) £ = 13,42 cm 3) 30°, 60°, 90° 
B = 126°53' 
C=537 
2) S = 187,4 m° 4) h = 983m 


` x = 50m 


D^ 


2) 


3) 


€ = 68° 4) 
a 


B = 78°26 5) 
€ = 65°32' 

с = 6.91 cm 

S = 1523 cm? 


А = 48°45° 6) 
В = 61°15 

b = 467 cm 

S = 8,78 cm? 


П. ) А < 1l reto e a b = 1 triángulo 
2) infinitos triângulos semelhantes 
3)c>a+b => não há triângulo 


€ = 97° 

b = 22,28 cm 
с = 32,43 cm 
S = 232,2 cm2 


с = 41,92 т 
À-173r 

B = 12729 
S - 366m? 


А = 31735 
В = 38°56 
€ = 109°29” 
S = 14,14 m2 


4) LAA, > 1 triánguio 


5)B<1reto e b>a = 1 triángulo 


6)a<b+ce 
b<a+c = 1 triângulo 
c<a+b 


SEQUÉNCIA 30 


1) b = 18,83 т 
с = 1043 т 


2) Ж = 30°, 8-18, С - 12° 


3) 71° 
4) 7У 2, У 130, 2/29 
5) р= 453m 

а = 2,82 т 
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32.6. FAÇA VOCÊ: TAREFA 50 


I. Dadas as funções seguintes, determine: 
a) As raízes, isto é, os valores de x, tais que y = 0; 
b) O vértice; 
c) Um esboço do gráfico; 
d) os valores de x tais que y > 0; 
e) os valores de x tais que y < 0. 


а) y = x2 

ах. = х"=о 

b) хе: zb = 

) Za é u => Ve «(0,0) e” minimo 


TS Е 
4) у>» V> Vx e R 
9 3 eR] y«o 


b) y = -x2 + 4 

аў Жад. a e -7, 

b) Xe=- b o 
29. 
=Š, s^ 

ц 

d) dro ep еже: 

е) y 49 = %®&=2 SQ 90.22 


=> Ves (0,4) e” máximo 
ez- 


Za » =p Ve=(10) e mimimo 


d) 20 E TER, Ух 
e) xeR|y<o 


d) y = x2 + 6x + 5 

a) X=-5 eX'.-1 

b) Xe==b a8 _ y " 

Кел É s A к. e=(-3,-4) g mimimo 
Ya 

9) 470 «=D X<-5 ou X>-1 


e) qQ49 «= -5-4x«-1 


e) y = -3х2 + Зх - 1 

a) HxeRl3=0 

ci „4, ЧЕ PN 
"EE: 4 => Ves (5: >] e maximo 


e) Vx< R = yo 
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